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Передмова

Праця присвячена сучасним методам аналiзу та синтезу динамiч-
них систем, що ґрунтуються на застосуваннi матричних рiвнянь,
лiнiйних та квадратичних матричних нерiвностей, а також ме-
тодики порiвняння за конусом у напiвупорядкованому просторi.
Матричнi рiвняння Ляпунова

A⊤X +XA = −Y, A⊤XA−X = −Y

виражають класичнi методи дослiдження неперервних та дис-
кретних систем, якi успiшно застосовуються як у задачах аналi-
зу стiйкостi руху, так i при проєктуваннi керованих об’єктiв
iз заданою якiстю. Для практичної реалiзацiї матричних мето-
дiв дослiдження складних об’єктiв створено високопродуктивнi
комп’ютернi засоби такi, як MATLAB, Maple, Mathcad Prime то-
що.

У роздiлi 1 викладено теорiю лiнiйних матричних рiв-
нянь та нерiвностей загального вигляду. Наводяться властиво-
стi розв’язкiв, умови сумiсностi та методи трансформацiй мат-
ричних рiвнянь. Особлива увага придiляється побудовi симетри-
зованих аналогiв рiвняння Ляпунова для лiнiйних динамiчних
систем та розробцi методiв локалiзацiї власних чисел матриць,
матричних полiномiв та функцiй (узагальненi теореми Ляпуно-
ва, Островського–Шнайдера та iн.). Зокрема, на базi розв’язкiв
блокової спектральної задачi наводяться аналоги рiвняння Ля-
пунова для дескрипторних систем, а також диференцiальних та
рiзницевих систем довiльного порядку. Сформульованi теореми
про стiйкiсть для деяких класiв диференцiальних, рiзницевих,
диференцiально-рiзницевих та стохастичних систем ґрунтуються
на методах узагальненого рiвняння Ляпунова. Вивчаються лiнiй-
нi матричнi нерiвностi (ЛМН) з невизначеними коефiцiєнтами
(полiтопами) та можливостi їх застосування в задачах робастної
локалiзацiї спектра. Низка фактiв, викладених у цьому роздiлi,
застосовується в наступних роздiлах пiд час розроблення методiв
аналiзу та синтезу динамiчних систем.
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Передмова 7

У роздiлi 2 наводяться основнi означення та загальнi теоре-
ми про стiйкiсть руху лiнiйних та нелiнiйних систем. У термiнах
ЛМН формулюються критерiї та достатнi умови стiйкостi лiнiй-
них диференцiальних систем другого порядку, умови абсолютної
стiйкостi лiнiйних систем iз запiзненням, а також умови стiйкостi
в середньоквадратичному стохастичних систем типу Iто. Пропо-
нується новий пiдхiд до вирiшення проблеми стiйкостi лiнiйних
систем у термiнах спецiальних функцiй слiду.

У роздiлi 3 розглядається клас лiнiйних систем керування
зi зворотним зв’язком за вимiрюваним виходом, що формуєть-
ся у виглядi лiнiйних комбiнацiй фазових змiнних та керуван-
ня. Формулюються критерiї iснування стабiлiзовних статичних
та динамiчних регуляторiв. Викладається методика субоптималь-
ної стабiлiзацiї з урахуванням розмiщення спектра системи в за-
данiй областi, що базується на застосуваннi узагальненого рiв-
няння Ляпунова. Пропонуються методи робастної стабiлiзацiї та
квадратичної оптимiзацiї лiнiйних систем з невизначеними мат-
рицями коефiцiєнтiв у рiвняннях руху, вимiрюваного виходу та
регулятора. Наводяться умови стабiлiзацiї класу дескрипторних
(диференцiально-алгебричних) систем керування за допомогою
статичних та динамiчних регуляторiв.

У роздiлi 4 основнi результати попереднього роздiлу поширю-
ються на клас нелiнiйних нестацiонарних систем керування, пода-
них у векторно-матричнiй псевдолiнiйнiй формi. При цьому клю-
чову роль вiдiграють методи квадратичних функцiй Ляпунова та
так званi леми про матричну невизначенiсть, зокрема лема Пiтер-
сена та її аналоги. Практичне застосування викладених методiв
синтезу статичних та динамiчних регуляторiв за певних обмежень
зводяться до розв’язування ЛМН.

У роздiлi 5 наводяться елементи сучасної теорiї H∞-керування
та її узагальнень. Цей напрям дослiджень iнтенсивно розвиваєть-
ся протягом останнiх 40 рокiв i широко застосовується при проєк-
туваннi систем керування для реальних об’єктiв. Рiвняння ру-
ху керованих об’єктiв мiстять невизначеностi, пов’язанi з наяв-
нiстю зовнiшнiх (екзогенних) збурень, а також початкових збу-
рень, зумовлених невизначеним початковим вектором. Викори-
станi критерiї якостi системи характеризують зважений рiвень
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впливу на її якiсть як зовнiшнiх, так i початкових збурень. Для
таких критерiїв якостi наводяться оцiнки та методи зваженої H∞-
оптимiзацiї з використанням статичних та динамiчних регуля-
торiв, що базуються на розв’язуваннi ЛМН. Наводяться резуль-
тати дослiдження аналогiчних задач для класу лiнiйних дескрип-
торних систем керування, а також вивчаються можливостi за-
стосування розроблених матричних методiв узагальненого H∞-
керування для деяких класiв нелiнiйних систем.

У роздiлi 6 розглядаються системи керування з дискретним ча-
сом. Наводяться умови стабiлiзацiї лiнiйних дискретних систем,
методи робастної стабiлiзацiї та оцiнки квадратичних критерiїв
якостi нелiнiйних дискретних систем iз полiедральною невизна-
ченiстю коефiцiєнтiв, а також елементи узагальненої теорiї H∞-
керування для дискретних систем.

Роздiл 7 присвячений вивченню динамiчних систем у напiв-
упорядкованому банаховому просторi. Визначаються класи пози-
тивних та монотонних систем щодо заданих конусiв. У термiнах
додатних та додатно оборотних операторiв формулюються кри-
терiї експоненцiальної стiйкостi лiнiйних позитивних систем. Про-
понуються методи аналiзу стiйкостi станiв нелiнiйних монотонних
систем, узагальненi методи порiвняння систем, а також умови ро-
бастної стiйкостi станiв лiнiйних та нелiнiйних систем з iнтерваль-
ною невизначенiстю, що описується в термiнах конусних нерiвно-
стей. Формулюється загальна задача позитивної стабiлiзацiї си-
стем керування та способи її розв’язування для деяких типiв ко-
нусiв у скiнченновимiрному просторi. Отриманi результати дають
змогу розглядати ранiше вивченi матричнi задачi аналiзу та син-
тезу, зокрема проблему робастної стiйкостi iз загальних позицiй
теорiї операторiв у напiвупорядкованому просторi.

У додатку наведено низку вiдомих означень та допомiжних
фактiв, що використовуються пiд час викладення основних твер-
джень.

Основним матерiалом книги є результати автора, опублiкованi
у перiодичних виданнях та монографiях [49,60,131], а також низка
вiдомих результатiв за тематикою працi. У роздiлi “Коментарi та
бiблiографiчнi вказiвки” надаються необхiднi посилання на вико-
ристану лiтературу з короткими коментарями. Наведений список
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лiтератури не претендує на повноту.
Сподiваюся, що книга виявиться корисною багатьом дослiдни-

кам, якi цiкавляться теорiєю стiйкостi та стабiлiзацiї руху, а також
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Позначення

Rn (Cn) — дiйсний (комплексний) n-вимiрний простiр;
Rn×m (Cn×m) — простiр дiйсних (комплексних) матриць розмiру
n×m;
A = ||aij ||n,mi,j=1 — матриця розмiру n×m з елементами aij ;
ai∗ (a∗j) — i-й рядок (j-й стовпець) матрицi A;
0 — нульовi скаляр, вектор або матриця;
I (In) — одинична матриця (порядку n);
0n×m — нульова матриця розмiру n×m;
x = Reλ, y = Imλ — дiйсна та уявна частини комплексного числа
λ = x+ iy ∈ C, i =

√
−1;

C− (C+) — вiдкрита пiвплощина Reλ < 0 (Reλ > 0);

C− (C+) — замкнена пiвплощина Reλ ≤ 0 (Reλ ≥ 0);
λ = x− iy — комплексно-спряжене число, λ = x+ iy ∈ C;
∥x∥ — евклiдова норма вектора x;
(a, b) — скалярний добуток векторiв a i b;

∥x∥Q =
∞∫
0

x⊤Qxdt — зважена L2-норма вектор-функцiї x(t);

∥x∥Q =
∞∑
t=0

x⊤t Qxt — зважена l2-норма векторної послiдовностi xt,

t = 0, 1, . . . ;
A⊤, A∗, A−1, A− i A+ — вiдповiдно транспонована, спряжена,
обернена, напiвобернена та псевдообернена матрицi;
detA, rankA, kerA, trA, σ(A), ρ(A) i ∥A∥ — вiдповiдно детермi-
нант, ранг, ядро, слiд, спектр, спектральний радiус i норма мат-
рицi A;
f(A) — аналiтична функцiя вiд матрицi A;∮

— iнтеграл типу Кошi по замкненому контуру ω;
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Позначення 11

Λ±
f — вiдкритi областi, обмеженi кривою f(λ, λ̄) = 0;

i+f (A), i
−
f (A), i

0
f (A) — кiлькостi точок спектра σ(A), що належать

вiдповiдним множинам Λ+
f , Λ−

f , Λ0
f ;

A⊗B — кронекеровий добуток матриць A i B;
A⊙B — добуток Шура матриць A i B;
A⊥ — ортогональне доповнення матрицi повного рангу A;
WA — матриця, стовпцi якої утворюють базис ядра KerA;
Co{A1, . . . , Aν} — опуклий багатогранник (полiтоп) з вершинами
A1, . . . , Aν ;
Hn (Kn) — множина ермiтових (невiд’ємно визначених) матриць
порядку n;
λmax(X) (λmin(X)) — максимальне (мiнiмальне) власне значення
ермiтової матрицi X = X∗;
i(X) =

{
i+(X), i−(X), i0(X)

}
— iнерцiя ермiтової матрицi X, що

складається з кiлькостей її додатних, вiд’ємних та нульових влас-
них значень iз урахуванням кратностей;
signX = i+(X)− i−(X) — сигнатура ермiтової матрицi X;
LX, LfX, . . . — лiнiйнi оператори (перетворення X);
I — тотожний оператор;
L ⊵ 0 — додатний оператор;
ρ(L) — спектральний радiус оператора L;
ker L — ядро оператора L;
K0 — множина внутрiшнiх точок конуса K у просторi E ;

X
K
≤ Y , X

K
< Y — нерiвностi, що породжуються конусом K;

L1 ⊴ L2 — операторна нерiвнiсть, рiвносильна додатностi опера-
тора L2 − L1.



Роздiл 1

Матричнi рiвняння та нерiвностi

Цей роздiл присвячено теорiї лiнiйних матричних рiвнянь та
нерiвностей i її застосуванню у задачах локалiзацiї власних зна-
чень матриць, матричних полiномiв та функцiй. Низка фактiв,
викладених у цьому роздiлi, застосовується в наступних роздiлах
пiд час розроблення методiв аналiзу та синтезу динамiчних си-
стем.

1.1 Лiнiйнi матричнi рiвняння загального вигляду

Ранг та iнерцiя розв’язкiв. Розглянемо лiнiйне матричне рiв-
няння загального вигляду

k∑
i=1

s∑
j=1

cijAiXBj = Y, (1.1)

де Ai ∈ Cp×n,Bj ∈ Cm×q i Y ∈ Cp×q — заданi матрицi, cij− скаляр-
нi коефiцiєнти, що складають матрицю C ∈ Ck×s, а X ∈ Cn×m−
шуканий розв’язок. Перепишемо рiвняння (1.1) у виглядi системи
спiввiдношень

AZB = Y, C ⊗X = Z, (1.2)

де символ ⊗ означає кронекеровий добуток, а блоковi матрицi

A =
[
A1, . . . , Ak

]
, B =

 B1
...
Bs

 , Z =

 c11X . . . c1sX
... · · ·

...
ck1X . . . cksX

 .
Теорема 1.1 Якщо рiвняння (1.1) має розв’язок X, то

rankC rankX = rankY + rankW, (1.3)
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1.1. Лiнiйнi матричнi рiвняння загального вигляду 13

де W = Z −ZBY −AZ, Y − — напiвобернена матриця, що визна-
чається рiвнянням Y Y −Y = Y . За умов спряженостi

B = A∗, C = C∗, X = X∗, Y = Y ∗, Y − = Y −∗ (1.4)

разом з (1.3) виконується рiвнiсть

signC signX = signY + signW. (1.5)

Зазначимо, що рiвностi (1.3) i (1.5) можна записати в термiнах
iндексiв iнерцiї:

i±(C) i+(X) + i∓(C) i−(X) = i±(Y ) + i±(W ). (1.6)

Наведемо низку наслiдкiв теореми 1.1.
Для будь-якого розв’язку X рiвняння (1.1) виконуються нерiв-

ностi
rankY ≤ rankC rankX ≤ rankY + δ,

де δ = min{kn+ sm− rankA− rankB, rank(C− ⊗X− − BY −A)}.
Якщо δ = 0, зокрема C− ⊗ X− = BY −A, то X має мiнiмальний
ранг, що дорiвнює rankY/ rankC. Рiвнiсть (1.3) в окремих випад-
ках подає формули для обчислення рангу блокових матриць:

rank
[
X1, X2

]
= rankX1 + rankL, (1.7)

rank

[
X1

X3

]
= rankX1 + rankR, (1.8)

rank

[
X1 X2

X3 X4

]
= rankX1 + rankL+ rankR+ rankG, (1.9)

де X1 ∈ Cp×q, X2 ∈ Cp×τ , X3 ∈ Ct×q, X4 ∈ Ct×τ ,

L = X2 −X1X
−
1 X2, R = X3 −X3X

−
1 X1,

G = (It −RR−)T (Iτ − L−L), T = X4 −X3X
−
1 X2.

За умов (1.4) для будь-якої ермiтової матрицi-розв’язку X рiв-
няння (1.1) виконуються нерiвностi

i±(Y ) ≤ i±(C)i+(X)+i∓(C)i−(X) ≤ i±(Y )+i±(C
−⊗X−−A∗Y −A).
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Якщо при цьому signC = 0, то

rankC rankX ≥ rankY + | signY | = 2max{i+(Y ), i−(Y )}.

Зокрема, якщо Y > 0 або Y < 0, то за умов rankC = 2 i signC = 0
розв’язок X є невиродженою матрицею.

Нехай C = 1 за умов (1.4), тодi W = X −XA∗Y −AX i згiдно з
(1.6) виконуються нерiвностi

i+(X) ≥ i+(Y ), i−(X) ≥ i−(Y ), (1.10)

причому рiвностi в (1.10) досягаються тодi i лише тодi, колиW = 0
(узагальнений закон iнерцiї). У законi iнерцiї Сiльвестра матри-
ця конгруентного перетворення A є квадратною i невиродженою.
У загальному випадку рiвностi i+(X) = i+(Y ) + r, i−(X) = i−(Y )
виконуються тодi i лише тодi, коли W ≥ 0 i rankW = r. Ана-
логiчно, рiвностi i+(X) = i+(Y ), i−(X) = i−(Y ) + r еквiвалентнi
спiввiдношенням W ≤ 0 i rankW = r. Цi твердження можна вико-
ристати при обчисленнi iнерцiї ермiтової матрицi без обмежень на
її мiнори, подiбних умовам теореми Якобi [21]. Знаходження iнер-
цiї матрицi X зводиться до застосування критерiїв знаковизначе-
ностi Y та W . Так, якщо p × n-матриця A обрана так, що Y > 0
i W ≤ 0, то i+(X) = p, i−(X) = rankW . Аналогiчно, за умов
Y < 0, W ≥ 0 маємо i+(X) = rankW , i−(X) = p. Якщо p = 1
i AXA∗ = α > 0, то спiввiдношення i+(X) = 1 i αX ≤ XA∗AX
еквiвалентнi.

Якщо ермiтова матриця X подана у блоковому виглядi:

X =

[
X1 X2

X3 X4

]
, X1 = X∗

1 , X2 = X∗
3 , X4 = X∗

4 ,

то разом з (1.9) виконується рiвнiсть

signX = signX1 + signG. (1.11)

Рiвностi (1.9) та (1.11) еквiвалентнi спiввiдношенням

i±(X) = i±(X1) + i±(G) + rankL, (1.12)

i0(X) = i0(X1) + i0(G)− 2 rankL. (1.13)
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Зокрема, маємо такi критерiї:

i+(X) = i+(X1) ⇐⇒ X2 = X1X
−
1 X2, X4 ≤ X3X

−
1 X2;

i−(X) = i−(X1) ⇐⇒ X2 = X1X
−
1 X2, X4 ≥ X3X

−
1 X2;

X ≥ 0 ⇐⇒ X1 ≥ 0, X4 ≥ X3X
−
1 X2, X2 = X1X

−
1 X2.

У разi невиродженого блоку X1 справедливi твердження леми
Шура (див. лему 8.2).

Трансформацiї та умови розв’язностi. Пiд час дослiд-
ження матричних рiвнянь важливу роль вiдiграють системи
перетворень (трансформацiй), якi приводять їх до простiшого
вигляду. Зокрема, нас цiкавлять можливостi приведення (1.1)
до рiвняння з трикутними матричними коефiцiєнтами, умови
розв’язностi якого добре вивченi.

Розглянемо два рiвняння типу (1.1):

MX
∆
= A(C ⊗X)B = Y, (1.14)

M̂X̂
∆
= L(D ⊗ X̂)R = Ŷ , (1.15)

де

A =
[
A1, . . . , Ak

]
, B =

 B1
...
Bs

 , C =

 c11 . . . c1s
... · · ·

...
ck1 . . . cks

 ,

L =
[
L1, . . . , Lk̂

]
, R =

 R1
...
Rŝ

 , D =

 d11 . . . d1ŝ
... · · ·

...
d
k̂1

. . . d
k̂ŝ

 .
Визначимо систему матричних перетворень:

P1AP
(2) = P3LP

(4), Q(1)BQ2 = Q(3)RQ4,

C = S1GS2, D = S3GS4, P1Y Q2 = P3Ŷ Q4,
(1.16)

а також структуру розв’язкiв рiвнянь (1.14) i (1.15):

X(H) = P2HQ1, X̂(H) = P4HQ3, (1.17)
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де P (2) = S1 ⊗ P2, P (4) = S3 ⊗ P4, Q(1) = S2 ⊗Q1, Q(3) = S4 ⊗Q3,
Pt, Qt, St (t = 1, 4), G i H — деякi матрицi вiдповiдних розмiрiв.
При цьому використаємо такi ранговi обмеження:

rankP1 = p, rankQ2 = q, (1.18)

rankP2 = n, rankQ1 = m, (1.19)

rankP3 = p̂, rankQ4 = q̂, (1.20)

rankP4 = n̂, rankQ3 = m̂, (1.21)

rankS1 = k, rankS2 = s, (1.22)

rankS3 = k̂, rankS4 = ŝ. (1.23)

Теорема 1.2 Нехай параметри рiвнянь (1.14) i (1.15)
пов’язанi системою (1.16). Тодi, якщо виконуються умови (1.18)
i рiвняння (1.15) має розв’язок X̂ = X̂(H), то X = X(H) є
розв’язком рiвняння (1.14). Якщо виконуються умови (1.20)
i рiвняння (1.14) має розв’язок X = X(H), то X̂ = X̂(H) —
розв’язок рiвняння (1.15).

Зв’язок мiж розв’язками вигляду (1.17) i правими частинами
рiвнянь (1.14) i (1.15) в системi перетворень (1.16) можна подати
так:

X = P2P
−
4 X̂Q

−
3 Q1 +X0, X̂ = P4P

−
2 XQ

−
1 Q3 + X̂0,

Y = P−
1 P3Ŷ Q4Q

−
2 + Y0, Ŷ = P−

3 P1Y Q2Q
−
4 + Ŷ0,

де X0 = P2H0Q1, X̂0 = P4Ĥ0Q3, H0, Ĥ0, Y0 i Ŷ0 — довiльнi мат-
рицi такi, що P4H0Q3 = 0, P2Ĥ0Q1 = 0, P1Y0Q2 = 0 i P3Ŷ0Q4 = 0.
Зокрема, при H0 = 0 i Ĥ0 = 0 маємо таке твердження.

Наслiдок 1.1 Для того щоб матриця X була розв’язком рiв-
няння (1.14), за умов (1.18) i (1.19) достатньо, а за умов (1.19)
i (1.20) необхiдно, щоб матриця X̂ = P4P

−
2 XQ

−
1 Q3 задовольняла

рiвняння (1.15). Аналогiчно, для того щоб рiвняння (1.14) мало
розв’язок X = P2P

−
4 X̂Q

−
3 Q1, за умов (1.18) i (1.21) достатньо,

а за умов (1.20) i (1.21) необхiдно, щоб матриця X̂ задовольняла
рiвняння (1.15).
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Видiлимо такi системи перетворень (1.16):

P1AP
(2) = L, Q(1)BQ2 = R, C = S1DS2, P1Y Q2 = Ŷ ; (1.24)

AP (2) = P3L, Q
(1)B = RQ4, C = S1DS2, Y = P3Ŷ Q4; (1.25)

P1A = LP (4), BQ2 = Q(3)R, S3CS4 = D, P1Y Q2 = Ŷ ; (1.26)

A = P3LP
(4), B = Q(3)RQ4, S3CS4 = D, Y = P3Ŷ Q4. (1.27)

Якщо вдається побудувати систему (1.24) або (1.25), то розв’язок
рiвняння (1.14) можна визначити згiдно з (1.17) у виглядi
X = X(X̂), де X̂ — розв’язок рiвняння (1.15). Аналогiчно, за-
стосовуючи системи (1.26) i (1.27), маємо X̂ = X̂(X).

Зазначимо, що кожне iз обмежень (1.18)—(1.23) дає можливiсть
спростити систему (1.16). Так, якщо виконуються рiвностi (1.20),
(1.21) i (1.23), то на базi (1.16) можна побудувати нову систему
перетворень вигляду (1.24) iз використанням напiвобернених мат-
риць повного рангу.

Сформулюємо умови розв’язностi рiвнянь (1.14) i (1.15) за при-
пущення, що всi матрицi Li i Rj в системi (1.16) мають квазiтри-
кутну структуру:

Li =

 L
(i)
11 . . . 0
...

. . .
...

L
(i)
α1 . . . L

(i)
αα

 , Rj =


R

(j)
11 . . . R

(j)
1β

...
. . .

...
0 . . . R

(j)
ββ

 , (1.28)

де L(i)
tt ∈ Clt1×lt2 , R(j)

ττ ∈ Crτ1×rτ2 , t = 1, α, τ = 1, β. При цьому опе-
ратор рiвняння (1.15) подається у блоковому виглядi M̂ = K+N,
де

KX̂=

 K11X̂11 . . . K1βX̂1β
... · · ·

...
Kα1X̂α1 . . . KαβX̂αβ

, Ktτ X̂tτ =

k̂∑
i=1

ŝ∑
j=1

dijL
(i)
tt X̂tτR

(j)
ττ ,

NX̂ =


0 N12X̂ . . . N1βX̂

N21X̂ N22X̂ . . . N2βX̂
...

... · · ·
...

Nα1X̂ Nα2X̂ . . . NαβX̂

 ,
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Ntτ X̂ =
t∑

ξ=1

τ∑
ζ=1

k̂∑
i=1

ŝ∑
j=1

dijL
(i)
tξ X̂ξζR

(j)
ζτ , ξ + ζ < t+ τ.

Рiвняння (1.15) зводиться до системи αβ матричних рiвнянь:

K11X̂11 = Ŷ11, Ktτ X̂tτ +Ntτ X̂ = Ŷtτ , t+ τ > 2, (1.29)

де X̂tτ ∈ Clt2×rτ1 i Ŷtτ ∈ Clt1×rτ2 — блоки вiдповiдних матриць X
i Y , t = 1, α, τ = 1, β.

Нехай всi дiагональнi блоки матриць (1.28) є квадратними:
lt1 = lt2, rτ1 = rτ2. Оператори Ntτ дiють лише на блоки X̂ξζ мат-
рицi X̂ при ξ ≤ t, ζ ≤ τ i ξ + ζ ̸= t + τ . Це можна використати в
рекурентнiй процедурi виключення невiдомих системи (1.29), яка
є доведенням такого твердження.

Теорема 1.3 Матричне рiвняння (1.15) з квазiтрикутними
коефiцiєнтами (1.28) має єдиний розв’язок за довiльної правої ча-
стини тодi i лише тодi, коли всi оператори Ktτ є оборотними.
При цьому розв’язок має вигляд

X̂ = Ŷ1 +N1Ŷ1 + . . .+Nν−1
1 Ŷ1, ν = α+ β − 1, (1.30)

де

N1 = −K−1N, Ŷ1 = K−1Ŷ =

 K−1
11 Ŷ11 . . . K−1

1β Ŷ1β
· · · · · · · · ·

K−1
α1 Ŷα1 . . . K−1

αβ Ŷαβ

 .
Зауважимо, що за умов (1.28) спектр оператора M̂ є

об’єднанням спектрiв усiх операторiв Ktτ . Оператори N i N1 є
нiльпотентними. Їхнi iндекси нiльпотентностi збiгаються i не пе-
ревищують ν. Якщо матрицi (1.28) трикутнi, то оператори K i
K−1 визначають добуток Шура:

KX̂ = Ω⊙ X̂, K−1Ŷ = ∆⊙ Ŷ , (1.31)

де

Ω = ΣlDΣ⊤
r =

 ω11 . . . ω1β

· · · · · · · · ·
ωα1 . . . ωαβ

, ∆ =

 1/ω11 . . . 1/ω1β

· · · · · · · · ·
1/ωα1 . . . 1/ωαβ

,
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Σl =

 L
(1)
11 . . . L

(k̂)
11

· · · · · · · · ·
L
(1)
αα . . . L

(k̂)
αα

 , Σr =

 R
(1)
11 . . . R

(ŝ)
11

· · · · · · · · ·
R

(1)
ββ . . . R

(ŝ)
ββ

 .
У цьому випадку спектр σ(M̂) утворюють елементи матрицi Ω, а
нерiвностi

wtτ =

k̂∑
i=1

ŝ∑
j=1

dijL
(i)
tt R

(j)
ττ ̸= 0, t = 1, α, τ = 1, β, (1.32)

є критерiєм однозначної розв’язностi рiвняння (1.15).
Умови розв’язностi i розв’язки вихiдного рiвняння (1.14) мож-

на отримати за допомогою наведених спiввiдношень i наслiдкiв
теореми 1.2 для рiзних варiантiв системи перетворень (1.16), зо-
крема (1.24)—(1.27).

Основнi теореми про iнерцiю розв’язкiв. Розглянемо
клас симетризованих матричних рiвнянь:

MX = Y, MX
∆
=

k∑
i,j=1

cijAiXA
∗
j ≡ A(C ⊗X)A∗, (1.33)

де C, X i Y — ермiтовi матрицi вiдповiдно порядку k, n i p ,
A =

[
A1, . . . , Ak

]
, Ai ∈ Cp×n, i = 1, k. Вивчимо властивостi опе-

ратора M та iнерцiю ермiтових розв’язкiв рiвняння (1.33), вико-
ристовуючи системи перетворень типу (1.24)—(1.27):

P1AP
(2) = L, C = S1DS

∗
1 , P1Y P

∗
1 = Ŷ , X = P2X̂P

∗
2 ; (1.34)

AP (2) = P3L, C = S1DS
∗
1 , Y = P3Ŷ P

∗
3 , X = P2X̂P

∗
2 ; (1.35)

P1A = LP (4), S3CS
∗
3 = D, P1Y P

∗
1 = Ŷ , P4XP

∗
4 = X̂; (1.36)

A = P3LP
(4), S3CS

∗
3 = D, Y = P3Ŷ P

∗
3 , P4XP

∗
4 = X̂. (1.37)

Нехай iснує одна iз систем перетворень (1.34)—(1.37), з якої
отримано сiм’ю трикутних матриць:

Li =


l
(i)
11 0 . . . 0

l
(i)
21 l

(i)
22 . . . 0

· · · · · · · · ·
l
(i)
α1 l

(i)
α2 . . . l

(i)
αα

 , i = 1, k̂. (1.38)
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При цьому P (2) = S1 ⊗ P2, P (4) = S3 ⊗ P4, а P1, . . . , P4 — дея-
кi матрицi повного рангу α. Для кожної iз систем (1.34)—(1.37)

визначимо сiм’ї матриць X =
α⋃

t,τ=0
Xtτ i Y =

α⋃
t,τ=0

Ytτ , де

Xtτ = {X : i+(X̂)= t, i−(X̂)=τ},Ytτ = {Y : i+(Ŷ )= t, i−(Ŷ )=τ}.

Для систем (1.34) або (1.35) X — множина ермiтових матриць, якi
подаються у виглядi X = P2X̂P

∗
2 . При цьому, якщо X ∈ Xtτ , то

i+(X) = t, i−(X) = τ , оскiльки P2 — матриця повного рангу за
стовпцями.

Для систем (1.36) або (1.37) X ∈ Xtτ означає, що X̂ = P4XP
∗
4 —

ермiтова матриця з iндексами iнерцiї i+(X̂) = t ≤ i+(X),
i−(X̂) = τ ≤ i−(X). Аналогiчно, за допомогою матриць P1 i P3

описуються множини Y i Ytτ . Вiдмiтимо, що при α = n (α = p)
у кожному випадку (1.34)—(1.37) множина X (Y) складається з
усiх ермiтових α×α-матриць, а Xα0 (Yα0) — пiдмножина додатно
визначених матриць. Множини X00 i Y00 є пiдпросторами матри-
ць. Для систем (1.35) i (1.37), а також (1.34) i (1.36) при α = p
пiдпростiр Y00 є нульовим.

Разом з (1.33) розглянемо матричне рiвняння

M̂X̂ = Ŷ , M̂X̂
∆
=

k̂∑
i,j=1

dijLiX̂L
∗
j ≡ L(D ⊗ X̂)L∗. (1.39)

Для кожної системи (1.34)—(1.37) оператори M i M̂ пов’язанi
одним iз спiввiдношень

P1(MX)P ∗
1 = M̂X̂, MX = P3(M̂X̂)P ∗

3 . (1.40)

З огляду на ранговi обмеження на P1, . . . , P4 рiвнiсть
Y = MX + Y00 виконується тодi i лише тодi, коли

ωtτ =

k̂∑
i,j=1

dij l
(i)
tt l

(j)
ττ ̸= 0, t, τ = 1, α, (1.41)
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де ωtτ — власнi числа оператора M̂. При цьому

M̂X̂ =
α∑

t,τ=1

t,τ∑
i,j=1

γijtτ EtiX̂E
∗
τj , M̂−1Ŷ =

α∑
t,τ=1

t,τ∑
i,j=1

θijtτ EtiŶ E
∗
τj ,

(1.42)
де Epq — матрицi з єдиним ненульовим елементом, що дорiвнює
1 i розмiщений на перетинi p-го рядка i q-го стовпця, γijtτ i θijtτ —
скалярнi коефiцiєнти, пов’язанi рекурентними спiввiдношеннями

γtτtτ = ωtτ , θ
tτ
tτ =

1

ωtτ
,

t∑
ξ=i

τ∑
ζ=j

γijξζ θ
ξζ
tτ = 0, i ≤ t, j ≤ τ, i+ j < t+τ.

Сформуємо iз скалярних коефiцiєнтiв розкладiв (1.42) блоковi
матрицi

Γ =

 Γ11 . . . Γ1α

· · · · · · · · ·
Γα1 . . . Γαα

 , Θ =

 Θ11 . . . Θ1α

· · · · · · · · ·
Θα1 . . . Θαα

 , (1.43)

де Γtτ = ∥γijtτ∥
t,τ
i,j=1, Θtτ = ∥θijtτ∥

t,τ
i,j=1, i видiлимо головнi пiдматрицi

iз власних значень операторiв (1.42):

Ω =

 ω11 . . . ω1α

· · · · · · · · ·
ωα1 . . . ωαα

 , ∆ =

 1/ω11 . . . 1/ω1α

· · · · · · · · ·
1/ωα1 . . . 1/ωαα

 .
Лема 1.1 Якщо i+(Ω) = 1, то умови (1.41) i матрична нерiв-

нiсть ∆ ≥ 0 виконуються тодi i лише тодi, коли всi дiагональнi
елементи матрицi Ω додатнi:

ωtt > 0, t = 1, α. (1.44)

Якщо i+(Γ) = 1, то умови (1.41) i матрична нерiвнiсть Θ ≥ 0
еквiвалентнi скалярним нерiвностям (1.44).

Лема 1.2 Нехай ∆ ∈ Hn — ермiтова матриця. Тодi ∆⊙H ≥ 0
для довiльної матрицi H ≥ 0 тодi i лише тодi, коли ∆ ≥ 0.
Строга нерiвнiсть ∆⊙H > 0 виконується для довiльної матрицi
H > 0 тодi i лише тодi, коли ∆ ≥ 0 i всi дiагональнi елементи
матрицi ∆ додатнi.
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Теорема 1.4 Якщо виконуються нерiвностi

ωtt ̸= 0, t = 1, α, (1.45)

то iснують матрицi X ∈ Xtτ i Y ∈ Yα0, що задовольняють рiв-
няння (1.33). При цьому t i τ збiгаються з кiлькостями додатних
i вiд’ємних чисел (1.45):

t =
α∑
s=1

i+(ωss), τ =
α∑
s=1

i−(ωss), t+ τ = α. (1.46)

Якщо
i+(Γ) ≤ 1, i−(Γ) ≤ 1 (1.47)

та iснують матрицi X ∈ Xtτ i Y ∈ Yα0, що задовольняють
умову Y − MX ∈ Y00, то виконуються спiввiдношення (1.45)
i (1.46).

Теорема 1.5 Якщо виконуються нерiвностi (1.44), то iсну-
ють матрицi X ∈ Xα0 i Y ∈ Yα0, що задовольняють рiвняння
(1.33). Якщо i+(Γ) = 1 та iснують матрицi X ∈ Xα0 i Y ∈ Yα0,
що задовольняють умову Y −MX ∈ Y00, то виконуються нерiв-
ностi (1.44).

Теорема 1.6 За умов (1.41) i Θ ≥ 0 виконується включення

Yα0 ⊆ MXα0 + Y00. (1.48)

Нерiвностi (1.41), (1.44) i ∆ ≥ 0 є наслiдком включення (1.48).

Вiдмiтимо, що обмеження на iнерцiю матриць Γ i Ω у твер-
дженнях леми 1.1 i теорем 1.4—1.6 можна замiнити аналогiчними
властивостями iнерцiї матриць C i D. Оскiльки

Γ = ZDZ∗, Z =

 Z1
...
Zα

 , Zt =
 l

(1)
t1 . . . l

(k̂)
t1

· · · · · · · · ·
l
(1)
tt . . . l

(k̂)
tt

 , t = 1, α,
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то i±(Γ) ≤ i±(D). При використаннi системи перетворень (1.36) i
(1.37) i±(D) ≤ i±(C). Для систем (1.34) i (1.35) виконуються про-
тилежнi нерiвностi. Якщо всi матрицi (1.38) дiагональнi, то еле-
менти матриць Γ i Θ, що не належать вiдповiдним пiдматрицям
Ω i ∆, є нульовими. У цьому випадку включення (1.48) еквiва-
лентне умовам (1.41) i ∆ ≥ 0, а твердження теореми 1.6 випли-
вають iз леми 1.2. Якщо θijtτ = 0 при (t, i) ̸∈ Σ або (τ, j) ̸∈ Σ, де
Σ = {(t, i) : max{t− 1, 1} ≤ i ≤ t ≤ α} , то включення (1.48) еквi-
валентне умовам (1.41) i Θ ≥ 0.

Нехай задано сiм’ю матриць Aλ ∈ Cn×m, λ ∈ Λ, де Λ — дея-
ка множина iндексiв. Як Aλ може бути матрична функцiя, одно-
значно визначена на множинi параметрiв Λ, або набор матриць
однакових розмiрiв.

Означення 1.1 Сiм’ю Aλ називають колективом порядку α,
якщо iснують матрицi P1 ∈ Cα×n i P2 ∈ Cm×α повного рангу α,
незалежнi вiд λ i такi, що всi матрицi Lλ = P1AλP2 ∈ Cα×α мають
трикутну форму одного типу (нижню або верхню). Зокрема, якщо
всi матрицi Lλ дiагональнi, то колектив Aλ iдеальний. Колектив
Aλ порядку α називається правим, лiвим або нейтральним, як-
що вiдповiдно AλP2 = P3Lλ, P1Aλ = LλP4 або Aλ = P3LλP4 при
λ ∈ Λ, де P3 ∈ Cn×α i P4 ∈ Cα×m — матрицi повного рангу α. Век-
тори lλ ∈ Cα, що сформованi iз дiагональних елементiв матриць
Lλ, є власнiстю колективу Aλ.

Якщо P2 = P−1
1 , то колектив Aλ порядку α = n є сiм’я матриць,

якi одночасно можна звести до трикутної форми за допомогою
перетворення подiбностi. У цьому випадку вектори власностi lλ
складаються iз власних значень вiдповiдних матриць Aλ.

Сiм’я аналiтичних функцiй вiд матрицi fk(A) (k = 1, 2, . . . ) є
колектив порядку n з векторами власностi lk, компонентами яких
є значення функцiй fk на спектрi σ(A). Квазiкомутуючi набори
матриць Ak ∈ Cn×n, що задовольняють спiввiдношення

Ak(AiAj −AjAi) = (AiAj −AjAi)Ak, i, j, k = 1, 2, . . . ,

одночасно можна звести до трикутної форми перетворенням
подiбностi [92, 119] i є колективами порядку n. Якщо Ak
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(k = 1, 2, . . . ) — колектив порядку α, то матрична функцiя
Aλ =

∑
k

fk(λ)Ak (λ ∈ C) також є колективом порядку α. Зокрема,

регулярна в’язка матриць Aλ = A−λB є колективом порядку n з
векторами власностi, якi визначаються канонiчною формою такої
в’язки (див. пiдрозд. 8.5).

Розглянемо рiвняння (1.33), матричнi коефiцiєнти Ai якого
складають колектив порядку α ≤ min{n, p}. Тодi можна побу-
дувати систему перетворень (1.34), за допомогою якої отримують
рiвняння (1.39) з трикутними коефiцiєнтами (1.38). При цьому
скалярнi коефiцiєнти можна залишити без змiн, поклавши D = C.
Якщо колектив Ai є правим, лiвим або нейтральним, то вико-
ристовуються вiдповiднi системи перетворень (1.35), (1.36) або
(1.37). Матрицю iз власних значень оператора M̂ можна пода-
ти у виглядi Ω = ∥ωij∥αi,j=1 = ΣC Σ∗, де Σ =

[
l1, . . . , lk

]
, lt ∈ Cα —

вектори власностi колективу Ai. Теореми 1.4—1.6 дають загальну
методику вивчення та оцiнювання елементiв власностi колективу
Ai в термiнах iндексiв iнерцiї ермiтових розв’язкiв рiвняння (1.33).
Наведемо наслiдки цих теорем у випадку α = n = p.

Теорема 1.7 Матрична нерiвнiсть

k∑
i,j=1

cijAiXA
∗
j > 0 (1.49)

має розв’язок тодi i лише тодi, коли ωii ̸= 0, i = 1, n. При цьому
iснує розв’язок X = X∗, для якого

i+(X) =

n∑
s=1

i+(ωss), i−(X) =

n∑
s=1

i−(ωss), i0(X) = 0. (1.50)

Якщо i±(C) ≤ 1 i X = X∗ — довiльний розв’язок матричної
нерiвностi (1.49), то виконуються спiввiдношення (1.50).

Теорема 1.8 Якщо ωii > 0, i = 1, n, то iснує розв’язок X > 0
матричної нерiвностi (1.49). Зворотне твердження виконуєть-
ся за обмеження i+(C) = 1.
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Теорема 1.9 Нерiвностi
∥∥ω−1

ij

∥∥n
i,j=1

≥ 0, ωij ̸= 0 (i, j = 1, n)
необхiднi, а спiввiдношення i+(C) = 1, wii > 0 (i = 1, n) достатнi
для того, щоб рiвняння (1.33) мало розв’язок X > 0 за довiльної
правої частини Y > 0.

Наведенi твердження можна посилити у випадку iдеального
колективу Ai, i = 1, k.

1.2 Узагальнене рiвняння Ляпунова для аналiтич-
них кривих

Розглянемо лiнiйне матричне рiвняння

LfX ≜ − 1

4π2

∮
ω

∮
ω

f(λ, µ)(A− λIn)
−1X(A− µIn)

−1∗dλ dµ = Y,

(1.51)
де A, Y ∈ Cn×n — заданi матрицi, X — невiдома матриця, ω
(ω)− простий замкнений контур, що охоплює спектр σ(A) (σ(A∗))
i вiдокремлює у комплекснiй площинi C замкнену область Ω
(Ω), f ∈ H — ермiтова функцiя, що задовольняє тотожнiсть
f(λ, µ) ≡ f(µ, λ), є аналiтичною в областi Ω×Ω i описує множини

Λ+
f =

{
λ ∈ C : f(λ, λ) > 0

}
, (1.52)

Λ−
f =

{
λ ∈ C : f(λ, λ) < 0

}
, (1.53)

Λ0
f =

{
λ ∈ C : f(λ, λ) = 0

}
. (1.54)

Оператор Далецького—Крейна Lf зберiгає простiр ермiтових
матриць Hn. Для класу ермiтових функцiй з роздiленими змiнни-
ми

f(λ, µ) =
∑
p,q

γpqfp(λ) fq(µ), (1.55)

LfX =
∑
p,q

γpqfp(A)Xfq(A)
∗, fp(A) = − 1

2πi

∮
ω

fp(λ)(A− λIn)
−1dλ,

де γpq — елементи ермiрової матрицi Γ, fp(A) — аналiтичнi функцiї
вiд матрицi A. Спектральнi й алгебричнi властивостi лiнiйних
операторiв типу Lf описано в [26,49].
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Спектр σ(Lf ) складається iз n2 чисел f(λi, λj), i, j = 1, n, де
σ(A) = {λ1, . . . , λn} — спектр матрицi A. Нехай λ1, . . . , λα — усi
попарно рiзнi точки σ(A). Тодi характеристичний i мiнiмальний
полiноми матрицi A мають вигляди

χ(λ) = (λ−λ1)n1 . . . (λ−λα)nα , θ(λ) = (λ−λ1)m1 . . . (λ−λα)mα ,

де mt ≤ nt, t = 1, α, m =
α∑
t=1

mt ≤ n =
α∑
t=1

nt. Критерiєм оборотно-

стi оператора Lf є система нерiвностей

f(λt, λτ ) ̸= 0, t, τ = 1, α. (1.56)

При цьому обернений оператор L−1
f = Lφ, де φ(λ, µ) = 1/f(λ, µ).

Визначимо кiлькостi точок спектра σ(A), що належать множи-
нам (1.52)—(1.54):

i+f (A) =
∑
λt∈Λ+

f

nt, i−f (A) =
∑
λt∈Λ−

f

nt, i0f (A) =
∑
λt∈Λ0

f

nt. (1.57)

Ставиться задача оцiнити числа (1.57) в термiнах iндексiв iнерцiї
розв’язкiв рiвняння (1.51). Зокрема, цiкавими є умови, за яких
i+f (A) = n, тобто σ(A) ⊆ Λ+

f .
Застосовуючи розклад резольвенти:

(λI −A)−1 =
α∑
t=1

mt∑
i=1

(i− 1)!

(λ− λt)i
Ati,

i знаходячи похiднi iнтегралiв типу Кошi, маємо

LfX =
α∑

t,τ=1

mt∑
i,j=1

fij(λt, λτ )AtiXA
∗
τj =

m∑
p,q=1

γpqA
pXAq∗, (1.58)

де fij(λt, λτ ) =
∂i+j−2

∂λi−1
t ∂λ

j−1
τ

f(λt, λτ ) i γpq = γqp — скалярнi коефi-

цiєнти, а Ati — компоненти матрицi A, якi подаються у виглядi
полiномiв вiд A.
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Нехай Kn — множина ермiтових невiд’ємно визначених мат-
риць порядку n. Ця множина є вiдтворювальним конусом про-
стору Cn×n. Оператор Lf , що залишає iнварiантним конус Kn,
є додатним щодо Kn. Оператор Lf додатно оборотний, якщо
Kn ⊆ LfKn, тобто обернений оператор L−1

f є додатним. Ця вла-
стивiсть оператора Lf означає, що для довiльної матрицi Y > 0
(Y ≥ 0) рiвняння (1.51) має розв’язок X > 0 (X ≥ 0).

На пiдставi формули (1.58) i вiдомих властивостей компонент
матрицi [21] доводяться такi твердження.

Лема 1.3 Iснують матрицi X > 0 i Y > 0, що задовольня-
ють рiвняння (1.51) тодi i лише тодi, коли

f(λt, λt) > 0, t = 1, α. (1.59)

Лема 1.4 Оператор Lf є додатним щодо конуса Kn тодi i
лише тодi, коли

Γf

(
m1 . . . mα

λ1 . . . λα

)
≜

 F11 · · · F1α

· · · · · · · · ·
Fα1 · · · Fαα

 ≥ 0, (1.60)

де Ftτ = ∥fij(λt, λτ )∥mt,mτ

i,j=1 , t, τ = 1, α. Оператор Lf залишає iн-
варiантною множину додатно визначених матриць тодi i лише
тодi, коли виконується система нерiвностей (1.59) i (1.60).

Лема 1.5 Оператор Lf є додатно оборотним щодо конуса Kn

тодi i лише тодi, коли виконуються нерiвностi (1.56) i матрич-
на нерiвнiсть

Γφ

(
m1 · · · mα

λ1 · · · λα

)
≥ 0, φ(λ, µ)

△
=

1

f(λ, µ)
. (1.61)

Лема 1.6 Якщо

i+

(
Γf

(
m1 . . . mα

λ1 . . . λα

))
= 1, (1.62)

то система нерiвностей (1.56) i (1.61) еквiвалентна (1.59).
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Для матрицi простої структури умова (1.61) подається у
виглядi

Γφ

(
1 . . . 1
λ1 . . . λm

)
=

∥∥∥∥ 1

f(λi, λj)

∥∥∥∥m
i,j=1

≥ 0. (1.63)

Нехай Hm
0 — клас ермiтових функцiй f ∈ H, що задовольняють

умову (1.63) для довiльного набору точок λ1, . . . , λm iз областi Λ+
f

вигляду (1.52).

Лема 1.7 Якщо f ∈ Hm
0 , то нерiвнiсть (1.61) виконується

для довiльних наборiв точок λ1, . . . , λα ∈ Λ+
f i натуральних чисел

m1, . . . ,mα, сума яких не перевищує m.

Теорема 1.10 (узагальнена теорема Ляпунова). Нехай заданi
матриця A ∈ Cn×n i функцiя f ∈ Hm

0 . Тодi наступнi тверджен-
ня є еквiвалентними:

1) спектр матрицi A розмiщений в областi Λ+
f ;

2) iснують матрицi X > 0 i Y > 0, що задовольняють рiв-
няння (1.51);

3) для довiльної матрицi Y > 0 рiвняння (1.51) має єдиний
розв’язок X > 0;

4) оператор Lf є додатно оборотним щодо конуса невiд’ємно
визначених матриць Kn.

Теорема 1.10 є критерiєм належностi спектра матрицi макси-
мально допустимого класу областей типу Λ+

f . Дiйсно, якщо умо-
ва (1.63) порушена за деяких λt ∈ Λ+

f , то за лемою 1.5 критерiй
включення σ(A) ⊆ Λ+

f не виконується для довiльної матрицi A
з власними значеннями λt, t = 1,m. Якщо степiнь мiнiмального
полiнома матрицi A не вiдомий, то в умовах теореми 1.10 можна
покласти f ∈ Hn

0 .
Видiлимо в Hm

0 важливi пiдкласи ермiтових функцiй, якi
визначаються простiшими спiввiдношеннями нiж (1.63) i мiстять
деякi вiдомi класи функцiй. При цьому припускаємо, що кожна iз
множин (1.52) – (1.54) не є пустою.

Можна встановити, що класу Hm
0 належать ермiтовi функцiї,

якi подають у виглядi f(λ, µ) = u(λ, µ)− v(λ, µ), де u i v такi, що
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Λ+
f ⊂ Λ+

u i для довiльних λ, µ ∈ Λ+
f виконуються нерiвностi

|u(λ, µ)|2 ≥ u(λ, λ) u(µ, µ), |v(λ, µ)|2 ≤ v(λ, λ) v(µ, µ).

Маємо таку схему включень:

H2 ⊂ H1 ⊂ H0

∩ ∩ ∩
Hm

2 ⊂ Hm
1 ⊂ Hm

0 ⊂ H .

Тут пiдкласи функцiй визначено у виглядi

H0 : f(λ, µ) ̸= 0,
1

f(λ, µ)
=

∑
k

φk(λ) φk(µ) ∀ λ, µ ∈ Λ+
f ;

H1 : f(λ, µ) = f1(λ) f1(µ)−
∑
k>1

fk(λ) fk(µ);

H2 : f(λ, µ) = f1(λ) f1(µ)− f2(λ) f2(µ);

Hm
1 : i+

(∥∥f(µi, µj)∥∥m1 )
= 1 ∀ µ1, . . . , µm ∈ Λ+

f ;

Hm
2 : i±

(∥∥f(µi, µj)∥∥m1 )
≤ 1 ∀ µ1, . . . , µm ̸∈ Λ0

f .

Кожна функцiя (1.55) належить класу H1, якщо виконуєть-
ся одна з еквiвалентних умов i+(Γ) = 1, rankΓ + signΓ = 2 або
Γzz∗Γ−(z∗Γz)Γ ≥ 0, де z — будь-який вектор, для якого z∗Γz > 0.
Зокрема, функцiя (1.55) описує алгебричну криву другого поряд-
ку, якщо [28]

f1(λ) = 1, f2(λ) = λ, f3(λ) = λ2, Γ =

 γ11 γ12 γ13
γ21 γ22 0
γ31 0 0

 , γ22 ≤ 0.

Клас H2 утворюють функцiї (1.55) за умов rankΓ = 2 i sign Γ = 0.

Вiдомо, що матриця A не має чисто уявних власних значень то-
дi i лише тодi, коли ЛМН AX+XA∗ > 0 має розв’язокX. При цьо-
му кiлькостi точок спектра σ(A) з додатними i вiд’ємними дiйсни-
ми частинами дорiвнюють вiдповiдно i+(X) i i−(X). Це тверджен-
ня дає розподiл спектра σ(A) вiдносно уявної осi в термiнах iн-
дексiв iнерцiї ермiтових форм (теореми Островського–Шнайдера
i Таусскi).
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Нехай i+f (A), i−f (A), i0f (A) — кiлькостi точок спектра σ(A) з
урахуванням кратностей, що належать вiдповiдним множинам
(1.52), (1.53) i (1.54). Рiвнiсть i0f (A) = 0 визначає властивiсть ди-
хотомiї спектра вiдносно кривої Λ0

f .

Лема 1.8 Нехай функцiя f ∈ H задовольняє спiввiдношення

i±

(
Γf

(
1 · · · 1
µ1 · · · µm

))
≤ p± ∀ µ1, . . . , µm ∈ Λ,

де p± ≥ 0 — цiлi числа, Λ ⊆ C — деяка вiдкрита множина. Тодi
для довiльних наборiв точок λ1, . . . , λα ∈ Λ i натуральних чисел
m1, . . . ,mα, сума яких не перевищує m,

i±

(
Γf

(
m1 · · · mα

λ1 · · · λα

))
≤ p±. (1.64)

На пiдставi розкладу (1.58) i леми 1.8 при p± = 1 встановлюєть-
ся таке твердження.

Теорема 1.11 (узагальнена теорема iнерцiї). Матрична
нерiвнiсть

LfX > 0 (1.65)

сумiсна тодi i лише тодi, коли i0f (A) = 0. При цьому iснує
розв’язок X = X∗, для якого

i+f (A) = i+(X), i−f (A) = i−(X), i0(X) = 0. (1.66)

Якщо X — розв’язок нерiвностi (1.65) при f ∈ Hm
2 , то i0f (A) = 0

i виконуються спiввiдношення (1.66).

Наслiдок 1.2 Нехай f ∈ H2, Y > 0 i X — розв’язок рiвняння
(1.51). Тодi крива (1.54) не перетинається зi спектром σ(A), а
в областях (1.52) i (1.53) знаходяться вiдповiдно i+(X) i i−(X)
власних значень матрицi A, враховуючи кратностi.

Наступне твердження розв’язує задачу про належнiсть влас-
них значень матрицi заданiй кривiй Λ0

f . Такi задачi виникають,
наприклад, пiд час дослiдження стiйкостi й аперiодичностi дея-
ких механiчних систем.
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Теорема 1.12 Якщо однорiдне матричне рiвняння

LfX = 0 (1.67)

має ненульовий розв’язок X ≥ 0, то i0f (A) ≥ rankX. При цьому,
якщо X > 0, то σ(A) ⊆ Λ0

f . Навпаки, якщо i0f (A) ̸= 0, то рiвнян-
ня (1.67) має невiд’ємно визначений розв’язок будь-якого рангу з
iнтервалу 0 < rankX ≤

∑
λt∈Λ0

f

ξt, де ξt — геометрична кратнiсть

власного значення λt ∈ σ(A).

Якщо матриця A має просту структуру , тобто ξt = nt,
t = 1, α, то за теоремою 1.12 оцiнка i0f (A) ≥ r виконується то-
дi i лише тодi, коли рiвняння (1.67) має невiд’ємно визначений
розв’язок рангу r.

На пiдставi теорем 1.10—1.12 можна описати рiзнi областi й
множини в комплекснiй площинi, яким належить увесь спектр
матрицi або його частина (див. [49, с. 51—56]). Деякi тверджен-
ня наведених теорем можна посилити, використовуючи додатковi
обмеження типу керованостi пари матриць та її узагальнень.

Означення 1.2 Пару матриць (A,B) вiдповiдних розмiрiв
n× n i n×m називають керованою, якщо для деякого k вико-
нується рiвнiсть rank

[
B,AB, . . . , AkB

]
= n.

Лема 1.9 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) пара матриць (A,B) керована;
2) rank

[
B, λIn −A

]
≡ n, λ ∈ σ(A);

3) пара матриць (A,X), де X = BB∗, керована;
4) X + (λIn −A)(λIn −A)∗ > 0, λ ∈ σ(A);
5) iснує функцiя f ∈ H така, що LfX > 0.

Лема 1.10 Для матричної послiдовностi

X1 ≥ 0, Xk+1 = X1 + LXk, k = 1, 2, . . . ,

де L — лiнiйний оператор, додатний щодо конуса Kn, викону-
ються ранговi спiввiдношення r1 < r2 < · · · < rq = rq+1 = · · · = r
(q ≤ n− r1 + 1, rk = rankXk, k = 1, 2, . . .).
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Поклавши в лемi 1.10 X1 = BB∗ i LX = AXA∗, маємо вла-
стивiсть керованостi пари матриць (A,B) у виглядi рiвностi r = n,
причому q ≤ min {m,n− r1 + 1} , де m — степiнь мiнiмального
полiнома матрицi A.

Теорема 1.13 Нехай матрицi X i Y задовольняють рiвняння
(1.51). Тодi виконуються такi твердження:

1) iз керованостi пари (A, Y ) випливає керованiсть пари
(A,X);

2) якщо X ≥ 0 i i0f (A) = 0, то iз керованостi пари (A,X)
випливає керованiсть пари (A, Y );

3) якщо Y ≥ 0 i пара (A, Y ) керована, то i0f (A) = 0;
4) якщо X ≥ 0, Y ≥ 0 i пара (A, Y ) керована, то i+f (A) = n;
5) якщо X ≥ 0, Y ≥ 0 i пара (A,X) керована, то i−f (A) = 0;
6) якщо X ≥ 0, Y = 0 i пара (A,X) керована, то i0f (A) = n.

Теорема 1.14 Нехай f = u − v ∈ H1, ψ =
s∑
j=0

us−jvj, де

u(λ, µ) = f1(λ) f1(µ), v(λ, µ) =
∑
k>1

fk(λ) fk(µ), s ≥ 1 i

σ(A) ⊂ Λ+
f , LψY > 0. (1.68)

Тодi рiвняння (1.51) має єдиний розв’язок X > 0.
Навпаки, якщо X > 0 — єдиний розв’язок рiвняння (1.51) при

Y ≥ 0, то виконуються умови (1.68), де s = n− rankY .

Теорема 1.15 Нехай матрицi A, Y = BB∗ ≥ 0 i функцiя
f(λ, µ) = f1(λ) f1(µ)− f2(λ) f2(µ) класу H2 задовольняють умову

rank
[
F0B, . . . , FsB

]
= n, (1.69)

де Fk = fs−k1 (A)fk2 (A), k = 0, s, s = n − rankY , i рiвняння (1.51)
має розв’язок X. Тодi i0f (A) = 0 i виконуються спiввiдношення
(1.66).

Твердження теореми 1.15 виконується за умов керованостi па-
ри матриць (A, Y ) та обмеження [103]

h(λt) ̸= h(λτ ) (t ̸= τ), h′(λt) ̸= 0 (mt > 1), (1.70)
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де h(λ) = [f1(λ) + f2(λ)]/[f1(λ) − f2(λ)]. Цi обмеження еквiва-
лентнi збiгу геометричних кратностей власних значень λt матри-
цi A з вiдповiдними геометричними кратностями власних значень
h(λt) матрицi h(A). При використаннi обмеження (1.69), на вiдмi-
ну вiд (1.70), iнформацiя про спектр σ(A) не потрiбна.

1.3 Розщеплення та локалiзацiя спектра матричних
функцiй

Нехай F (λ) – матриця розмiру n × n, що складається iз одно-
значних аналiтичних функцiй i задовольняє умову регулярностi
χ(λ) = detF (λ) ̸≡ 0, λ ∈ C. Всi нулi функцiї χ(λ), враховуючи
кратностi, утворюють її спектр σ(F ).

Означення 1.3 Матрицi U ∈ Cm×m i T ̸= 0 ∈ Cn×m утворю-
ють правую пару (U, T ) матричної функцiї F (λ), якщо для деякої
аналiтичної в околi точок σ(U) матрицi-функцiї Φ(λ) виконується
тотожнiсть F (λ)T ≡ Φ(λ)(λI − U), λ ∈ C. (U, T ) є лiвою парою
F (λ), якщо (U⊤, T⊤) — права пара F⊤(λ).

Правi та лiвi пари (U, T ) матричних функцiй вигляду
F (λ) =

∑
i
fi(λ)Ai, де fi(λ) — скалярнi функцiї, Ai — сталi матри-

цi, визначаються вiдповiдними рiвностями:∑
i

AiTfi(U) = 0,
∑
i

fi(U)TAi = 0.

Iндексом спостережуваностi (керованостi) пари (U, T ) на-
зивається максимальне значення r неспадної послiдовностi
rk = rankEk, де

Ek =


T
TU
...

TUk−1

 (
Ek =

[
T,UT, . . . , Uk−1T

])
, k = 1, 2, . . .

При цьому r1 < · · · < rh = rh+1 = · · · = r i виконуються оцiнки

rankT + h− 1 ≤ r ≤ m, 1 ≤ h ≤ m0, (1.71)
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де h — найменше значення iндексу k, за якого rk = rk+1, m0 — сте-
пiнь мiнiмального полiнома матрицi U . Якщо F (λ) — матричний
полiном степеня s, то h ≤ s.

Праву спостережувану (лiву керовану) пару (U, T ) матричної
функцiї F (λ) називають правою (лiвою) власною парою даної мат-
ричної функцiї. Власну пару (U, T ) матричної функцiї F (λ) з мак-
симально можливим порядком m матрицi U називають макси-
мальною.

Лема 1.11 Нехай (U, T ) — права (лiва) пара матрицi-функцiї
F (λ) iндексу спостережуваностi (керованостi) r. Тодi принаймнi
r точок спектра σ(U) є власними значеннями матрицi-функцiї
F (λ). Зокрема, при r = m виконується включення σ(U) ⊆ σ(F ).
Зворотне включення σ(F ) ⊆ σ(U) виконується за умови

rank
[
F (λ),Φ(λ)

]
≡ n

(
rank

[
F (λ)
Φ(λ)

]
≡ n

)
, λ ∈ σ(F ). (1.72)

Доведення цього твердження базується на застосуваннi деком-
позицiї Калмана, яка видiляє спостережувану (керовану) части-
ну лiнiйної системи [43]. Якщо права (лiва) власна пара (U, T )
матрицi-функцiї F (λ) задовольняє умову (1.72), то за лемою 1.11
σ(U) = σ(F ) i ця пара є максимальною.

Нехай (U, T ) — права (лiва) пара матричної функцiї F (λ) iндек-
су спостережуваностi (керованостi) r i їй вiдповiдає пiдмножина
спектра σ0(F ) ⊆ σ(F ) iз r власних значень. Вивчимо розмiщення
точок σ0(F ) вiдносно заданих множин (1.52)—(1.54), використо-
вуючи множини матриць:

K = {X : MX ≥ 0} , Kpq = {X : i+(MX) = p, i−(MX) = q} ,
(1.73)

визначенi оператором MX = EhXE
∗
h, i спiввiдношення

MfX = MY, (1.74)

Sλ ≥ 0, rankSλ = r, λ ∈ σ0(F ). (1.75)

У випадках правої i лiвої пар (U, T ) вiдповiдно покладемо

MfX = MLfX, Sλ = MY + Eh(λIm − U)(λIm − U)∗E∗
h;
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MfX = LfMX, Sλ = MY + (λIm − U)EhE
∗
h(λIm − U)∗,

де оператор

LfX ≜ − 1

4π2

∮
ω

∮
ω

f(λ, µ)(U − λIm)
−1X(U − µIm)

−1∗dλ dµ

типу (1.51) побудовано для матрицi U , а h визначено в (1.71).
Якщо F (λ) — матричний полiном степеня s, то разом з (1.71)
виконується нерiвнiсть h ≤ s.

Теорема 1.16 Якщо матрицi X ∈ K i Y ∈ K задовольняють
спiввiдношення (1.74) i (1.75), то пiдмножина спектра σ0(F ) на-
лежить областi Λ+

f . Якщо, крiм того, виконується умова (1.72),
то σ0(F ) = σ(F ) ⊂ Λ+

f . Навпаки, якщо σ0(F ) ⊂ Λ+
f i f ∈ Hr

0,
то для будь-якої матрицi Y ∈ K рiвняння (1.74) має розв’язок
X ∈ K.

Теорема 1.17 Якщо матрицi X ∈ Kpq i Y ∈ Kr0 задовольня-
ють рiвняння (1.74) i f ∈ Hr

2, то виконуються рiвностi

r+ = p, r− = q, r0 = 0, (1.76)

де r+, r− i r0 — кiлькостi точок σ0(F ), що належать вiдповiд-
но Λ+

f , Λ−
f i Λ0

f . Навпаки, якщо для деяких p i q виконуються
рiвностi (1.76), то iснують матрицi X ∈ Kpq i Y ∈ Kr0, що
задовольняють рiвняння (1.74).

Теорема 1.18 Якщо матрицi X ∈ Kp0 i Y ∈ K00 задовольня-
ють рiвняння (1.74), то r0 ≥ p. Зокрема, при p = r виконується
включення σ0(F ) ⊂ Λ0

f . Навпаки, якщо r0 ̸= 0, Y ∈ K00, 0 < p ≤ ξ,
де ξ — сума геометричних кратностей власних значень матри-
цi U , що належать множинi σ0(F )∩Λ0

f , то рiвняння (1.74) має
розв’язок X ∈ Kp0.

Доведення теорем 1.16—1.18 базується на застосуваннi леми
1.11 i вiдповiдних тверджень теорем 1.10—1.12.
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Обмеження (1.72) i (1.75) у теоремi 1.16 у випадку правої пари
(U, T ) виконуються, якщо

F (λ)F (λ)∗ +Φ(λ)Y Φ(λ)∗ > 0, λ ∈ σ0(F ). (1.77)

У випадку лiвої пари (U, T ) умови (1.75) є наслiдком матричної
нерiвностi

F (λ)F (λ)∗ +Ψ(λ)YΨ(λ)∗ > 0, λ ∈ σ0(F ), (1.78)

де Ψ(λ) =
[
Im, λIm, . . . , λ

h−1Im
]
. У випадку застосування теоре-

ми 1.16 умови (1.72), (1.75), (1.77) i (1.78) можна перевiряти лише
в деякому околi точок σ0(F ), що не належать Λ+

f . Якщо Y > 0, то
умови (1.75) i (1.78) виконуються за довiльних λ ∈ C. Обмеження
f ∈ Hr

0 i f ∈ Hr
2 у теоремах 1.16 i 1.17 виконуються вiдповiдно

при i+(Γ) = 1 i i±(Γ) ≤ 1. Якщо f ∈ H2, то множину матриць
Y ∈ Kr0 у теоремi 1.17 можна розширити, поклавши Y ∈ Kp0,
p ≤ r, i застосувавши додатковi обмеження на f i U (див. теорему
1.15).

Розглянемо клас матричних функцiй, якi допускають правиль-
ну факторизацiю:

F (λ) = F0(λ)F1(λ), σ(F0) ∩ σ(F1) = ∅, (1.79)

де F1(λ) = A − λB — регулярна в’язка матриць (detF1(λ) ̸≡ 0).
Визначаючи правi пари цiєї матричної функцiї, використовуємо
канонiчну форму Веєрштрасса в’язки F1(λ) [21]:

P (A− λB)Q ≡
[
J − λIl 0

0 In−l − λN

]
, (1.80)

де P i Q — невиродженi матрицi, σ(J) = σ0(F ), N — нiльпотентна
матриця, елементи верхньої наддiагоналi якої дорiвнюють 0 або
1, а iншi елементи нульовi. Множину скiнченних елементарних
дiльникiв в’язки F1(λ) формують елементарнi дiльники матрицi
J .

Iндекс нiльпотентностi ν матрицi N визначає максимальний
степiнь нескiнченних елементарних дiльникiв F1(λ). Поклавши

U = J, T = Q

[
Il
0

]
, Φ(λ) = −F0(λ)P

−1

[
Il
0

]
,
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за умов (1.79) i (1.80) маємо праву власну пару (U, T ) матричної
функцiї F (λ). При цьому Eh = T , h = 1, а множини K i Kpq

в теоремах 1.16—1.18 складаються з ермiтових матриць X, для
яких вiдповiдно i−(X) = 0 та i(X) = {p, q, l − p− q}.

Для матричної функцiї (1.79) побудуємо рiвняння (1.74) з опе-
раторами

MfX = − 1

4π2

∮
ω

∮
ω

f(λ, µ)DλXD
∗
µdλ dµ, MY = ∆Y∆∗, (1.81)

де ω (ω) — простий замкнений контур, що охоплює σ0(F )
(σ0(F ∗)). Мультиплiкативна похiдна Dλ = F ′(λ)F−1(λ) мат-
рицi F (λ) i матричний аналог логарифмiчного лишку функцiї

∆ =
1

2πi

∮
ω

Dλ dλ щодо множини точок σ0(F ) задовольняють

спiввiдношення

trDλ ≡ χ′(λ)/χ(λ), λ ̸∈ σ(F ), tr∆ = n1 + · · ·+ nα = l.

Тут χ(λ) = detF (λ), nt — кратностi усiх попарно рiзних точок
λt ∈ σ0(F ), t = 1, α. Кожне власне значення λt ∈ σ0(F ) є полю-
сом порядку mt матричної функцiї Dλ, в околi якого виконується
розклад

Dλ =

mt∑
i=1

(i− 1)!

(λ− λt)i
Ati + St(λ),

де Ati — сталi матрицi, St(λ) — аналiтична в заданому околi
матриця-функцiя. Застосовуючи ряд Тейлора для функцiї f в
околi точок (λt, λτ ) i теорему про лишки, маємо зображення опе-
ратора (1.81):

MfX =
α∑

t,τ=1

mt,mτ∑
i,j=1

fij(λt, λτ )AtiXA
∗
τj , (1.82)

де

fij(λt, λτ ) =
∂i+j−2

∂λi−1
t ∂λ

j−1
τ

f(λt, λτ ),
α∑
t=1

At1 = ∆, trAti =

{
nt, i = 1,
0, i > 1.
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Для функцiй f з роздiленими змiнними використовуємо вираз

MfX =
∑
p,q

γpqFpXF
∗
q . (1.83)

Тут

Fp =
1

2πi

∮
ω

fp(λ)Dλdλ =

α,mt∑
t,i=1

di−1fp(λt)

dλi−1
t

Ati, trFp =
α∑
t=1

ntfp(λt).

За умов (1.79) i (1.80) матричнi коефiцiєнти у спiввiдношеннях
(1.81)—(1.83) подають у виглядi (див. формулу (1.58), а також [49,
с. 68—72])

Ati = GJtiH, Fp = Gfp(J)H, ∆ = GH, (1.84)

де

G =
1

2πi

∮
ω

F0(λ)P
−1

[
Rλ
0

]
dλ, H =

1

2πi

∮
ω

[
Rλ, 0

]
PF−1

0 (λ) dλ,

Jti = αti(J) — компоненти матрицi J з резольвентою
Rλ = (λIl−J)−1. При цьому mt збiгаються з геометричними крат-
ностями власних значень λt ∈ σ(J), t = 1, α.

Таким чином, для матричних функцiй, якi допускають пра-
вильну факторизацiю (1.79), за умови rank∆ = l виконуються
твердження теорем 1.16—1.18 про локалiзацiю пiдмножини спек-
тра σ0(F ) = σ(J) ⊆ σ(F ) iз r = l власних значень у термiнах
розв’язкiв матричного рiвняння (1.74) з операторами (1.81). При
цьому множини матриць K i Kpq вигляду (1.73) визначає оператор
MX = ∆X∆∗, а замiсть умови (1.75) використовується спiввiдно-
шення

Sλ = HYH∗ + (λIl − J)(λIl − J)∗ > 0, λ ∈ σ(J).

1.4 Аналоги рiвняння Ляпунова для лiнiйних
динамiчних систем

Дескрипторнi системи. Об’єктами дослiдження багатьох при-
кладних задач є неперервнi й дискретнi дескрипторнi системи:

Bẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0, t ≥ 0; (1.85)
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Bxt+1 = Axt, t = 0, 1, . . . , (1.86)

де A i B — матрицi регулярної в’язки F (λ) = A − λB розмiру
n × n, спектр σ(F ) якої складається з l власних значень, врахо-
вуючи кратностi, x0 — початковий вектор. Побудова розв’язкiв
таких систем й аналiз стiйкостi можна проводити з огляду на тео-
рiю канонiчних форм матричних в’язок, а також використовуючи
узагальненi оберненi матрицi (див., наприклад, [18,21]).

Умови стiйкостi системи (1.85) визначає розмiщення спектра
σ(F ) вiдносно уявної осi. Число ε = min

λ∈σ(F )
(−Reλ) характеризує

спектральний запас стiйкостi системи (1.85). Систему (1.85) на-
зивають α-стiйкою, якщо її спектр розмiщений у вiдкритiй пiв-
площинi Reλ < −α, при цьому ε > α ≥ 0. Аналогiчно, величина
ε = min

λ∈σ(F )
(1−|λ|) визначає спектральный запас стiйкостi системи

(1.86) вiдносно одиничного круга. Система (1.86) називається β-
стiйкою, якщо її спектр розмiщений всерединi круга |λ| < β, де
ε > 1− β ≥ 0.

Якщо B — невироджена матриця, то l = n. У цьому випад-
ку системи (1.85) i (1.86) зводяться до форми Кошi обертанням
матрицi B. Якщо матриця B вироджена, то

l = n−
τ∑
i=1

νi = rankB −
τ∑
i=1

νi + τ, (1.87)

де ν1, . . . , ντ — степенi нескiнченних елементарних дiльникiв
в’язки матриць F (λ). Ця рiвнiсть випливає iз канонiчної форми
(1.80) регулярної в’язки матриць. Число (1.87) визначає розмiр-
нiсть деякого пiдпростору, якому належать початковi вектори i
траєкторiї систем (1.85) i (1.86). Далi будемо використовувати ха-
рактеристику

ν =

{
0, detB ̸= 0,

max
1≤i≤τ

νi, detB = 0. (1.88)

Асимптотично стiйкi дескрипторнi системи (1.85) i (1.86) з ха-
рактеристикою ν ≤ 1 називають допустимими.

Побудова аналогiв рiвняння Ляпунова вигляду (1.74) для сис-
тем (1.85) i (1.86) i застосування теорем 1.16 – 1.18 про локалiза-
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цiю спектра в загальному випадку базуються на обчисленнi пра-
вих або лiвих пар (U, T ) в’язки матриць F (λ), якi визначаються
вiдповiдними рiвняннями

AT = BTU, TA = UTB. (1.89)

При цьому h = 1 i Eh = T .
Якщо Z ̸= 0 — нетривiальний розв’язок системи рiвнянь

AZB = BZA, Z = ZBZ, (1.90)

то виконуються спiввiдношення

AZ = BZAZ, ZA = ZAZB, (1.91)

тобто (AZ,Z) i (ZA,Z) — вiдповiдно права i лiва пари в’язки мат-
риць F (λ). Тому ненульовi розв’язки Z кожного рiвняння (1.91),
зокрема системи (1.90), визначають пiдмножини спектра σ0(F ),
для яких можна застосувати теореми локалiзацiї 1.16—1.18. При
цьому системи спiввiдношень∑

p,q

γpqZfp(AZ)Xfq(AZ)
∗Z∗ = ZY Z∗, AZ = BZAZ, (1.92)

∑
p,q

γpqfp(ZA)ZXZ
∗fq(ZA)

∗ = ZY Z∗, ZA = ZAZB, (1.93)

можуть вiдiгравати роль аналогiв рiвняння Ляпунова для класiв
систем (1.85), (1.86) i функцiй (1.55).

Згiдно з (1.80) загальний розв’язок системи (1.90) визначають
спiввiдношення

Z = Q

[
Z0 0
0 0

]
P, JZ0 = Z0J, Z0 = Z2

0 , (1.94)

де Z0 — довiльний проєктор матрицi J . При цьому, якщо r ̸= 0 —
ранг матрицi Z0, то для деякої невиродженої матрицi S викону-
ються спiввiдношення

Z0 = S−1

[
Ir 0
0 0

]
S, SJS−1 =

[
J0 0
0 J1

]
. (1.95)
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Тут J0 ∈ Cr×r. Звiдси випливає, що система рiвнянь (1.90) має
непусту множину розв’язкiв рангу r тодi i лише тодi, коли r є сума
порядкiв жорданових блокiв матрицi J , що вiдповiдають деякому
набору елементарних дiльникiв в’язки F (λ). У випадку S = Il
матрицю Z в (1.94) можна подати в iнтегральнiй формi:

Z = − 1

2πi

∮
ω

(A− λB)−1dλ, rankZ = r,

де контур ω охоплює деяку частину спектра σ0(F ) з r власних
значень, враховуючи кратностi. Якщо σ0(F ) — увесь спектр, то
у цьому випадку маємо розв’язок системи (1.90) максимального
рангу, що дорiвнює загальнiй кiлькостi власних значень l в’язки
F (λ).

Якщо Z — розв’язок системи (1.90) рангу r, то згiдно з (1.94)
i (1.95) при побудовi операторiв (1.82) i (1.83) можна використати
матрицi

Ati=

{
αti(Θ), αti(0) = 0,
∆αti(Θ), αti(0) ̸= 0,

Fp=

{
fp(Θ), fp(0) = 0,
∆fp(Θ), fp(0) ̸= 0,

(1.96)

∆ = BZ = G−1

[
Ir 0
0 0

]
G, Θ = AZ = G−1

[
J0 0
0 0

]
G. (1.97)

Тут

G =

[
S 0
0 In−l

]
P, σ(J0) ⊆ σ(F ).

При цьому визначена пiдмножина спектра σ0(F ) = σ(J0), а мат-
рицi (1.97) мають такi властивостi:

rank ∆ = r, ∆2 = ∆, ∆Θ = Θ∆ = Θ, σ0(F ) ⊆ σ(Θ). (1.98)

Умовами типу керованостi для власних значень λ ∈ σ0(F ) є
спiввiдношення

Sλ = ∆Y∆∗ +∆(λIn −Θ)(λIn −Θ)∆∗ ≥ 0, rankSλ = r. (1.99)

Якщо Y > 0, то цi спiввiдношення виконуються за довiльних
λ ∈ C.
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Отже, якщо оператори (1.82) i (1.83) побудовано за допомогою
спiввiдношень (1.96) i (1.97) для ненульового розв’язку Z системи
(1.90) рангу r, а множини матриць K i Kpq вигляду (1.73) визначає
оператор MX = ∆X∆∗, то за умов (1.99) розмiщення пiдмножини
спектра σ0(F ) в’язки матриць F (λ) з r власних значень вiдносно
множин Λ+

f , Λ−
f i Λ0

f можна описати за допомогою теорем 1.16—
1.18. При цьому система спiввiдношень (1.74) i (1.90) є аналогом
рiвняння Ляпунова для дескрипторних систем (1.85) i (1.86).

Зазначимо, що кожному розв’язку Z системи (1.90) рангу r ̸= 0
вiдповiдає пiдмножина спектра σ0(F ) = σ(J0), яка збiгається зi
спектром матрицi Θ0 = R∗AL, де L i R∗ — множники скелетного
розкладу Z = LR∗ (L,R ∈ Cn×r).

Матрицi Ati в (1.96) попарно комутують i задовольняють
спiввiдношення

A2
t1 = At1,

α∑
t=1

At1 = ∆, At1Ati = AtiAt1 = Ati,

AtiAτj = 0 (t ̸= τ), Ati =
1

(i− 1)!
(Θ− λt∆)i−1At1.

Для наближеного обчислення матриць ∆ i Θ можна викори-
стати лоранiвський розклад мультиплiкативної похiдної

Dλ = λν−2Kν−1 + · · ·+ λK2 +K +
1

λ
∆+

1

λ2
Θ+

1

λ3
Θ2 + · · · ,

що випливає iз спiввiдношень

Dλ=−B(A− λB)−1=−P−1

[
(J − λIl)

−1 0

0 N(In−l − λN)−1

]
P,

(J − λI)−1 = −
α∑
t=1

mt∑
i=1

(i− 1)!

(λ− λt)i
Jti, (In−l − λN)−1 =

ν−1∑
i=0

λiN i,

де K i N — нiльпотентнi матрицi.

Наведемо алгебричнi та спектральнi властивостi операторiв ти-
пу (1.82) i (1.83) у випадку регулярної в’язки матриць F (λ):

Mf1Mf2 = Mf2Mf1 = Mf1f2 , c1Mf1 + c2Mf2 = Mc1f1+c2f2 ,
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Mg (Mf1 , . . . ,Mfs) = Mg(f1,...,fs),

MfWtτ = f(λt, λτ )Wtτ , Wtτ = AtmtCtτA
∗
τmτ

̸= 0.

Тут c1 i c2 — довiльнi сталi, g, f1, . . . , fs — ермiтовi функцiї, Ctτ —
деякi матрицi. Якщо w — власне значення оператора Mf кратно-
стi q, то або w = f(λt, λτ ) i q ≥ ntnτ , або w = 0 i q ≥ n2−r2. Засто-
совуючи властивостi матричных коефiцiєнтiв Ati, можна отрима-
ти загальне подання власних елементiв оператора Mf (див. [49, с.
20—24]).

Наведемо деякi спектральнi властивостi в’язки матриць
F (λ) = A − λB i мови асимптотичної стiйкостi систем (1.85) i
(1.86), використовуючи спiввiдношення

γ00BXB
∗ + γ10AXB

∗ + γ01BXA
∗ + γ11AXA

∗ = Y, (1.100)

rank
[
F (λ), Y

]
≡ n, λ ∈ C, (1.101)

rank (BXB∗) = l. (1.102)

Позначимо через l+, l− i l0 кiлькостi точок спектра σ(F ), що на-
лежать вiдповiдним множинам Λ+

f , Λ−
f i Λ0

f вигляду (1.52)—(1.54),
визначених ермiтовою функцiєю f(λ, λ) = γ00+γ10λ+γ01λ+γ11λλ.
Як Λ0

f може бути деяка пряма або коло з центром у точцi
γ = −γ01/γ11, що вiддiляє областi Λ±

f .

Лема 1.12 Якщо матрицi X = X∗ i Y = Y ∗ ≥ 0 задовольня-
ють спiввiдношення (1.100) i (1.101), то l0 = 0 i

l+ ≤ i+(BXB
∗), l− ≤ i−(BXB

∗). (1.103)

При цьому рiвностi в (1.103) досягаються тодi i лише тодi, ко-
ли виконується умова (1.102). За умови l0 = 0 iснують матри-
цi X = X∗ i Y = Y ∗ ≥ 0, що задовольняють спiввiдношення
(1.100)—(1.102).

Твердження леми 1.12 встановлюються на базi канонiчної фор-
ми в’язки матриць (1.80) i теореми iнерцiї, умовам якої вiдповiдає
функцiя f .
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Зауваження 1.1 Якщо права частина рiвняння (1.100) має
вигляд

Y = BHB∗, H > 0, (1.104)

то виконується тотожнiсть (1.101). При цьому його розв’язок
X задовольняє умову (1.102) у кожному з випадкiв: 1) ν ≤ 1;
2) γ11 = 0, ν ≤ 2; 3) γ11 ̸= 0, ν ≤ 2, γ ̸∈ σ(F ), де γ = −γ01/γ11, а
число ν визначено в (1.88). За умов

f(λ, µ) ̸= 0, λ, µ ∈ σ(F ), (1.105)

рiвняння (1.100) має розв’язок для для довiльної матрицi вигляду
(1.104) у кожному з випадкiв: 1) ν ≤ 1; 2) γ11 = 0, ν ≤ 2; 3) γ11 ̸= 0,
γ ̸∈ σ(F ); 4) γ11 ̸= 0, γ ∈ σ(F ), ζγ = ξγ , де ζγ(ξγ) — алгебрична
(геометрична) кратнiсть точки спектра γ = −γ01/γ11 ∈ σ(F ). Як-
що γ11 = 0, то для довiльної матрицi (1.104) рiвняння (1.100) має
розв’язок X тодi i лише тодi, коли виконуються умови (1.105) i
ν ≤ 2.

Сформулюємо умови включення σ(F ) ⊂ Λ+
f у термiнах ЛМН.

Лема 1.13 Нехай iснують ермiтовi матрицi X i Y , що задо-
вольняють спiввiдношення

γ00BXB
∗ + γ10AXB

∗ + γ01BXA
∗ + γ11AXA

∗ ≥ BY B∗, (1.106)

BXB∗ ≥ 0, Y > 0. (1.107)

Тодi σ(F ) ⊂ Λ+
f . При цьому у випадку γ11 = 0 (γ11 < 0) необхiдно

ν ≤ 2 (ν ≤ 1). Навпаки, якщо σ(F ) ⊂ Λ+
f i або γ11 = 0 i ν ≤ 2,

або γ11 < 0 i ν ≤ 1, то система матричних нерiвностей (1.106)
i (1.107) сумiсна.

Лема 1.14 Нехай спiввiдношення (1.100) i (1.101) задовольня-
ють ермiтовi матрицi

X = TX̂T ∗, Y = BTŶ T ∗B∗ ≥ 0, (1.108)

де T — довiльна ненульова n×m-матриця, для якої

rank
[
AT,BT

]
= rank (BT ). (1.109)
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Тодi l0 = 0 i виконуються рiвностi

l+ = i+(X), l− = i−(X). (1.110)

За умови l0 = 0 iснують ермiтовi матрицi X i Y вигляду (1.108),
що задовольняють спiввiдношення (1.100)—(1.102) i (1.110).

Зауваження 1.2 Рiвнiсть (1.109) означає, що iснує матриця
U , для якої AT = BTU . Тому матрицi T , X i Y в лемi 1.14 мають
таку структуру:

T = Q

[
R
0

]
, X = Q

[
X1 0
0 0

]
Q∗, Y = P−1

[
Y1 0
0 0

]
P−1∗,

де X1 = RX̂R∗, Y1 = RŶ R∗, JR = RU , R ∈ Cl×m,
rankR = rankT = l ≤ m. Крiм того, σ(F ) ⊂ σ(U), якщо

rank
[
F (λ), BT

]
≡ n, λ ∈ C. (1.111)

Для матриць Y вигляду (1.108) iз (1.101) випливає (1.111), при-
чому у випадку Ŷ > 0 умови (1.101) i (1.111) еквiвалентнi.

Зауваження 1.3 Умови iснування матриць X i Y , що задо-
вольняють рiвняння (1.100) i мають структуру (1.108), залежать
лише вiд спектра σ(F ) i не пов’язанi з властивостями нескiнчен-
них елементарних дiльникiв в’язки F (λ). Якщо ν ≤ 3, то, визна-
чаючи матрицю T у лемi 1.14, замiсть умови (1.109) можна вико-
ристати лiнiйне рiвняння AT = BS щодо T i S. При цьому лема
1.14 буде виконуватись у кожному з випадкiв:
1) ν ≤ 2; 2) ν = 3, γ11 = 0; 3) ν = 3, γ11 ̸= 0, γ = −γ01/γ11 ̸∈ σ(F ).

Теорема 1.19 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) диференцiальна система (1.85) α-стiйка;
2) iснують матрицi X = X∗ i Y = Y ∗ ≥ 0, що задовольняють

спiввiдношення

− 2αBXB∗ −AXB∗ −BXA∗ = Y, (1.112)

BXB∗ ≥ 0, rank
[
F (λ), Y

]
≡ n (Reλ ≥ −α); (1.113)

3) для довiльної матрицi вигляду Y = BTŶ T ∗B∗ ≥ 0 за умов
(1.109) i Ŷ > 0 рiвняння (1.112) має розв’язок X = TX̂T ∗ ≥ 0.
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Теорема 1.20 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) дискретна система (1.86) β-стiйка;
2) iснують матрицi X = X∗ i Y = Y ∗ ≥ 0, що задовольняють

спiввiдношення
β2BXB∗ −AXA∗ = Y, (1.114)

BXB∗ ≥ 0, rank
[
F (λ), Y

]
≡ n (|λ| ≥ β); (1.115)

3) для довiльної матрицi вигляду Y = BTŶ T ∗B∗ ≥ 0 за умов
(1.109) i Ŷ > 0 рiвняння (1.114) має розв’язок X = TX̂T ∗ ≥ 0.

Матричнi рiвняння (1.112) i (1.114) можна використовувати пiд
час побудови квадратичних функцiй Ляпунова для систем (1.85)
i (1.86) вигляду

v(x) = x∗B∗XBx. (1.116)

Якщо матрицi X = X∗ i Y = B∗Ỹ B при Ỹ > 0 задовольняють
спiввiдношення (1.112) i B∗XB ≥ 0, то система (1.85) α-стiйка,
а функцiя (1.116) i її похiдна на нетривiальних розв’язках цiєї
системи задовольняють нерiвностi

v(x) > 0,
dv(x)

dt
= −x∗ (B∗Y B + 2αB∗XB)x < 0.

Аналогiчно, якщо матрицi X = X∗ i Y = B∗Ỹ B при Ỹ > 0
задовольняють спiввiдношення (1.114) i B∗XB ≥ 0, то система
(1.86) β-стiйка, а функцiя (1.116) i її рiзниця на нетривiальних
розв’язках системи задовольняють нерiвностi

v(xt) > 0, v(xt+1)− v(xt) = −xt∗B∗ [Y + (1− β2)X
]
Bxt < 0,

де t = 0, 1, . . .

Функцiї Ляпунова для асимптотично стiйких систем (1.85) i
(1.86) завжди можна побудувати у виглядi (1.116), поклавши в
(1.112) i (1.114)

X = Z∗X̂Z ≥ 0, Y = B∗Z∗Ŷ ZB ≥ 0,
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де Ŷ > 0, а Z — розв’язок максимального рангу l матричної систе-
ми (1.90). Умови асимптотичної стiйкостi цих систем описуються
також в термiнах матриць:

X = E∗X̂E ≥ 0, Y = B∗E∗Ŷ EB ≥ 0,

що задовольняють рiвняння (1.112) i (1.114), де Ŷ > 0, E = (BZ)k,
k ≥ ν. При цьому Z може бути розв’язком лiнiйного рiвняння
AZB = BZA, зокрема Z = F−1(z), де z ̸∈ σ(F ) — довiльне число.

Лiнiйнi динамiчнi системи. Побудуємо аналоги рiвняння
Ляпунова для класу динамiчних систем

F (D)x(t) = 0, t ≥ 0, (1.117)

де F (λ) = A0+λA1+ · · ·+λsAs — регулярний матричний полiном
розмiру n× n i степеня s, D — оператор диференцiювання або
змiщення по t. Важливими для застосувань пiдкласами систем
типу (1.117) є диференцiальнi та рiзницевi системи 2-го порядку:

A2 ẍ+A1 ẋ+A0 x = 0, (1.118)

A2 xt+2 +A1 xt+1 +A0 xt = 0, t = 0, 1, . . . , (1.119)

якi вiдповiдають квадратичнiй в’язцi матриць F (λ).
Спiввiдношення, що визначають правi та лiвi пари (U, T ) мат-

ричного полiнома F (λ), мають вигляд

A0T +A1TU + · · ·+AsTU
s = 0, (1.120)

TA0 + UTA1 + · · ·+ U sTAs = 0. (1.121)

При цьому матричними функцiями Φ(λ) є вiдповiднi вирази

Φ(λ) =
s∑
i=1

λi−1
s∑
j=i

AjTU
j−i, Φ(λ) =

s∑
i=1

λi−1
s∑
j=i

U j−iTAj .

Введемо блоковi матрицi розмiру ns× ns:

A =


−A0 0 · · · 0
0 I · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · I

 , B =


A1 I · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
As−1 0 · · · I
As 0 · · · 0

 ,
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C =


A1 · · · As−1 As
I · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · I 0

 , S1 =


I 0 · · · 0
0 A2 · · · As
· · · · · · · · · · · ·
0 As · · · 0

 ,

S2 =


A1 A2 · · · As
A2 A3 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
As 0 · · · 0

 , S3 =


−A0 0 · · · 0
0 A2 · · · As
· · · · · · · · · · · ·
0 As · · · 0

 .
Усi скалярнi спектральнi характеристики (власнi значення,

скiнченнi та нескiнченнi елементарнi дiльники) супроводжуваль-
них в’язок матриць L1(λ) = A−λB i L2(λ) = A−λC збiгаються i
повнiстю визначають вiдповiднi спектральнi характеристики мат-
ричного полiнома F (λ).

Лема 1.15 (U, T ) — права пара матричного полiнома F (λ) iн-
дексу спостережуваностi r тодi i лише тодi, коли

AEs = CEsU, Es =


T
TU
...

TU s−1

 , rankEs = r. (1.122)

Аналогiчно, (U, T ) — лiва пара матричного полiнома F (λ) iндексу
керованостi r тодi i лише тодi, коли

EsA = UEsB, Es =
[
T,UT, . . . , U s−1T

]
, rankEs = r. (1.123)

Це твердження описує зв’язок мiж правими (лiвими) па-
рами матричного полiнома та його супроводжувальної в’язки
L2(λ) (L1(λ)). Крiм того, з спiввiдношень AS1 = S1A = S3,
BS1 = S1C = S2 i (1.122) ((1.123)) випливає рiвнiсть AZ = BZU
(ZA = UZC) при Z = S1Es (Z = EsS1), що визначає праву (лiву)
пару в’язки матриць L1(λ) (L2(λ)).

Правi та лiвi пари матричного полiнома F (λ) можна визначити,
розв’язуючи щодо Z одну iз систем:

AZB = BZA, Z = ZBZ; (1.124)
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AZC = CZA, Z = ZCZ. (1.125)

При цьому виконуються рiвностi AZ = BZU i ZA = UZC, якщо
вiдповiдно U = AZ i U = ZA. Використовуючи блокову структу-
ру матриць A, B i C, можна показати, що знаходження матрицi Z
в (1.124) або (1.125) зводиться до розв’язування системи 2s мат-
ричних рiвнянь щодо T1, . . . , Ts [47]:

p∑
i=0

s∑
j=p+1

(AiTi+j−pAj −AjTi+j−pAi) = 0, p = 0, s− 1,

Tq =
s∑
i=q

s∑
j=i

TiAjTq+j−i −
q−1∑
i=0

i−1∑
j=−1

TiAjTq+j−i, q = 1, s,

(1.126)

де T0 = A−1 = 0. Наприклад, розв’язок системи (1.124) має таку
структуру:

Z =


T1 T2 · · · Ts

G11 G12 · · · G1s

· · · · · · · · · · · ·
Gs−11 Gs−12 · · · Gs−1s

 , (1.127)

де

Gpq = −
p∑
j=0

AjTq−p+j (p < q), Gpq =

s∑
j=p+1

AjTq−p+j (p ≥ q).

Аналогiчно, розв’язок T1, . . . , Ts системи (1.126) формує перший
блоковий стовпчик матрицi Z, що задовольняє рiвностi (1.125).

Лема 1.16 Нехай T1, . . . , Ts — розв’язок матричної системи
(1.126). Тодi матрицi

T = [T1, . . . , Ts ] , U = ∥Upq∥s1 , Upq =


−
p−1∑
i=0

AiTq−p+i+1, p ≤ q,

s∑
i=p

AiTq−p+i+1, p > q,
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утворюють праву пару (U, T ), а матрицi

T =

 T1
...
Ts

 , U = ∥Upq∥s1 , Upq =


−
q−1∑
i=0

Tp−q+i+1Ai, p ≥ q,

s∑
i=q

Tp−q+i+1Ai, p < q,

лiву пару (U, T ) матричного полiнома F (λ).

Побудуємо блоковi матрицi ∆ = BZ i Θ = AZ вигляду

∆ =

 ∆11 · · · ∆1s

· · · · · · · · ·
∆s1 · · · ∆ss

, Θ =

 Θ11 · · · Θ1s

· · · · · · · · ·
Θs1 · · · Θss

. (1.128)

Тут

∆pq =


−
p−1∑
j=0

AjTq−p+j , p < q,

s∑
j=p

AjTq−p+j , p ≥ q,

Θpq =


−
p−1∑
j=0

AjTq−p+j+1, p ≤ q,

s∑
j=p

AjTq−p+j+1, p > q.

У разi квадратичного пучка матриць F (λ) при s = 2 матрицi
(1.128) є такими:

∆ = BZ =

[
A1T1 +A2T2 −A0T1

A2T1 A2T2

]
,

Θ = AZ =

[
−A0T1 −A0T2

A2T2 −A0T1 −A1T2

]
,

(1.129)

де T1 и T2 — розв’язок системи чотирьох матричних рiвнянь:

A0T1A1 −A1T1A0 = A2T2A0 −A0T2A2,

A0T1A2 −A2T1A0 = A2T2A1 −A1T2A2,

T1 = T1A1T1 + T1A2T2 + T2A2T1,

T2 = T2A2T2 − T1A0T1.

(1.130)
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Лема 1.17 Нехай T1, . . . , Ts — нетривiальний розв’язок си-
стеми (1.126) i rank∆ = r ≥ 1. Тодi ∆ є проєктором матрицi Θ
i, принаймнi, r власних значень матрицi Θ з урахуванням крат-
ностей утворюють пiдмножину спектра σ0(F ) ⊆ σ(F ) матрич-
ного полiнома F (λ). При цьому, якщо λ ∈ σ(Θ), то або λ ∈ σ0(F ),
або λ = 0.

Це твердження встановлюється за допомогою зображення мат-
риць (1.128) у виглядi (1.97) на розв’язках Z системи (1.124). При
цьому виконуються спiввiдношення (1.98) i визначається пiдмно-
жина спектра σ0(F ) матричного полiнома F (λ), що збiгається з
σ(J0), а також з σ(R∗AL), де L i R∗ — множники скелетного роз-
кладу Z = LR∗.

Отже, якщо оператори (1.82) i (1.83) визначенi за допомо-
гою спiввiдношень (1.96) i (1.128) для нетривiального розв’язку
T1, . . . , Ts системи (1.126), а множини матриць K i Kpq вигляду
(1.73) визначає оператор MX = ∆X∆∗, то за умов (1.99) розта-
шування пiдмножини спектра σ0(F ) матричного полiнома F (λ),
що складається з r = rank∆ власних значень, щодо заданих мно-
жин Λ+

f , Λ−
f i Λ0

f можна описати за допомогою теорем 1.16—1.18.
При цьому система матричних спiввiдношень (1.74) i (1.126) є ана-
логом рiвняння Ляпунова для класу динамiчних систем (1.117).

Зауваження 1.4 Будуючи правi та лiвi пари матрично-
го полiнома, можна використовувати лише лiнiйнi рiвняння в
(1.124)—(1.126). Так, за допомогою (1.80) можна встановити, що
якщо AZB = BZA, то для деякої матрицi U пара (U, T ), де
T = (ZB)k, k ≥ ν, задовольняє рiвнiсть TA = UTB. Якщо при
цьому rankZ = rank(BZ), то роль T може вiдiгравати також мат-
риця Z.

Наведемо ще один пiдхiд до побудови аналогiв рiвняння Ляпу-
нова для систем типу (1.117), базований на обчисленнi перших s
iнтегралiв:

Hp =
1

2πi

∮
ω

λp−1F−1(λ)dλ, p = 1, 2, . . . , (1.131)
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де ω — замкнений контур, що вiдокремлює пiдмножину спектра
σ0(F ) ⊆ σ(F ). Застосовуючи формулу Фробенiуса для обернення
супроводжувальної в’язки матриць L1(λ) = A−λB при λ ̸∈ σ(F ),
отримаємо спiввiдношення

−L−1
1 (λ) = S1W (λ) + F1(λ),

L′
1(λ)L

−1
1 (λ) = S2W (λ) + F2(λ),

λL′
1(λ)L

−1
1 (λ) = S3W (λ) + F3(λ).

(1.132)

Тут

W (λ) =


F−1(λ) λF−1(λ) · · · λs−1F−1(λ)
λF−1(λ) λ2F−1(λ) · · · λsF−1(λ)

· · · · · · · · · · · ·
λs−1F−1(λ) λsF−1(λ) · · · λ2s−2F−1(λ)

 ,
F1(λ), F2(λ), F3(λ) — деякi полiномiальнi матрицi. Iнтегруючи рiв-
ностi (1.132) за замкненим контуром ω, маємо

Z = S1H, ∆ = BZ = S2H, Θ = AZ = S3H, (1.133)

де

H =


H1 H2 · · · Hs

H2 H3 · · · Hs+1

· · · · · · · · · · · ·
Hs Hs+1 · · · H2s−1

 .
Iнтеграли (1.131) задовольняють систему спiввiдношень

A0H1 +A1H2 + · · ·+AsHs+1 = 0,

A0H2 +A1H3 + · · ·+AsHs+2 = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
A0Hp +A1Hp+1 + · · ·+AsHs+p = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Звiдси випливає, що блоки матрицi Z мають вигляд

Zpq =



s∑
j=p

AjHj+q−p+1, q < p,

Hq, p = 1,

−
p−1∑
j=0

AjHj+q−p+1, q ≥ p > 1,

(1.134)

i всi матрицi (1.133) виражаються через H1, . . . ,Hs.
Якщо контур ω охоплює весь спектр σ(F ), то матрицi Hp збiга-

ються з коефiцiєнтами головної частини лоранiвського розкладу
резольвенти в околi нескiнченно вiддаленої точки

F−1(λ) = H0(λ) +
1

λ
H1 +

1

λ2
H2 + · · ·+ 1

λs
Hs + · · · (1.135)

Матрицi ∆ i Θ в (1.133) задовольняють спiввiдношення (1.97)
при S = Il, а також (1.98). Порiвнюючи (1.134) з вiдповiдними
блоками розв’язку (1.127) системи (1.124), отримаємо таке твер-
дження.

Лема 1.18 Матричну систему (1.126) задовольняє сiм’я iн-
тегралiв

Tp =
1

2πi

∮
ω

λp−1F−1(λ)dλ, p = 1, s, (1.136)

де ω — замкнений контур, що вiдокремлює будь-яку пiдмножину
спектра σ0(F ) ⊆ σ(F ). При цьому, якщо σ0(F ) = σ(F ), то в лемi
1.16 (U, T ) — права (лiва) пара матричного полiнома F (λ), для
якої виконується вiдповiдна умова (1.72) i σ(F ) ⊆ σ(U).

Отже, твердження теорем 1.16—1.18 можна сформулювати в
термiнах розв’язкiв аналогiв рiвняння Ляпунова для матричного
полiнома F (λ), побудованих за допомогою s iнтегралiв (1.136).
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1.5 Матричнi нерiвностi з невизначеними
коефiцiєнтами

Розглянемо лiнiйний оператор у просторi матриць:

M(p) : Hn → Hm, M(p)X =

ν∑
i,j=1

γijAi(pi)XAj(pj)
∗, (1.137)

де γij — скалярнi коефiцiєнти, що утворюють ермiтову матрицю
Γ ∈ Hν , а значення матричних коефiцiєнтiв Ai = Ai(pi), що зале-
жать вiд векторних параметрiв

pi =
[
pi1, . . . , piνi

]⊤ ∈ Pνi ≜
{
q ∈ Rνi : qk ≥ 0,

νi∑
k=1

qk = 1
}
,

утворюють сiм’ю полiтопiв:

Ai = Co
{
Ai1, . . . , Aiνi

}
=

{
A ∈ Cm×n : A =

νi∑
k=1

pikAik, pi ∈ Pνi
}
.

Загальний вектор параметрiв p = [p⊤1 , ..., p
⊤
ν ]

⊤ ∈ P = Pν1×· · ·×Pνν
має порядок α = ν1 + · · · + νν . Множина операторiв (1.137), що
вiдповiдає всiм можливим комбiнацiям вершин Airi полiтопiв Ai,
має вигляд

Mr1...rνX =

ν∑
i,j=1

γijAiriXA
∗
jrj , ri ∈

{
1, . . . , νi

}
. (1.138)

Якщо νi = 1 для деякого i, то ri = 1 i в (1.137) вiдповiдний мат-
ричний коефiцiєнт Ai не залежить вiд pi. Видiлимо пiдмножину
iндексiв J ⊆ {1, . . . , ν}, яким вiдповiдають матричнi коефiцiєнти
Ai, що залежать вiд pi.

Лема 1.19 Для будь-якого вектора p ∈ Pν виконується мат-
рична нерiвнiсть pp⊤ ≤ diag

{
p1, . . . , pν

}
.

Лема 1.20 Якщо p ∈ Pν i A1, . . . , Aν ∈ Cm×n, то для довiльної
матрицi X ∈ Hn виконується матрична нерiвнiсть

ν∑
i=1

piAiXA
∗
i ≥

( ν∑
i=1

piAi

)
X
( ν∑
i=1

piA
∗
i

)
. (1.139)
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З (1.139), зокрема, випливає, що для будь-якої матрицi
A ∈ Co{A1, . . . , Aν} та будь-якого вектора x ∈ Cn виконується
нерiвнiсть x∗AXA∗x ≤ max

i
(x∗AiXA

∗
ix).

Лема 1.21 Нехай виконується одна з умов:

γii = 0, i ∈ J, X = X∗ (1.140)

або
γii ≤ 0, i ∈ J, X = X∗ ≥ 0. (1.141)

Тодi еквiвалентними є системи матричних нерiвностей

M(p)X ≥ 0 (> 0 ), p ∈ P; (1.142)

Mr1...rνX ≥ 0 (> 0 ), ri ∈ {1, . . . , νi}, i = 1, ν. (1.143)

Зауваження 1.5 У загальному випадку оператор (1.137)
можна подати як

M(p)X =W
(
G(p)⊗X

)
W ∗, p ∈ P, (1.144)

де W =
[
A11, . . . , A1ν1 ; . . . ;Aν1, . . . , Aννν

]
, а ермiтова матриця

G(p) за умов λmin(Γ) ≤ 0 i λmax(Γ) ≥ 0 задовольняє спiввiдно-
шення λmin(Γ)D ≤ G(p) = PΓP⊤ ≤ λmax(Γ)D, де

P =

 p1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · pν

 , D =

 D1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Dν

 ,
Di = diag{pi1, . . . , piνi}, i = 1, ν. При цьому маємо двосторонню
оцiнку оператора (1.137):

λmin(Γ)M0(p)X ≤ M(p)X ≤ λmax(Γ)M0(p)X, p ∈ P,

M0(p)X =W (D ⊗X)W ∗ =

ν∑
i=1

νi∑
k=1

pikAikXA
∗
ik, X = X∗ ≥ 0.
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Лема 1.22 Нехай виконуються матричнi нерiвностi

Y +AiZ + Z∗A∗
i +AiXA

∗
i ≤ 0 (< 0) i = 1, ν, (1.145)

де X = X∗ ≥ 0, Y = Y ∗, Z i Ai — заданi матрицi вiдповiдних
розмiрiв. Тодi для будь-якої матрицi A ∈ Co{A1, . . . , Aν}

Y +AZ + Z∗A∗ +AXA∗ ≤ 0 (< 0). (1.146)

Лема 1.23 Для будь-яких векторiв pr ∈ Pνr (r = 1, 3) вико-
нується матрична нерiвнiсть

(A+BKC)X(A+BKC)∗ ≤
ν1∑
i=1

ν2∑
j=1

ν3∑
k=1

p1ip2jp3kMijkXM
∗
ijk,

де

A =

ν1∑
i=1

p1iAi, B =

ν2∑
j=1

p2jBj , C =

ν3∑
k=1

p3kCk, Mijk = Ai+BjKCk,

X = X∗ ≥ 0, Ai, Bj, Ck i K — матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Твердження лем 1.22 i 1.23 випливають iз леми 1.20.

Зауваження 1.6 Вiдомо, що iнтервальнi та афiннi множини
матриць описуються у виглядi полiтопiв. Наприклад, кожну мат-
рицю A ∈ Cm×n з iнтервалу A ≤ A ≤ A можна подати у виглядi

A =
ν∑
k=1

pkAk, Ak = ∥aktτ∥
m,n
t,τ=1, p = [ p1, . . . , pν ]

⊤ ∈ Pν ,

де aktτ ∈ {atτ , atτ}, A = ∥atτ∥
m,n
t,τ=1, A = ∥atτ∥m,nt,τ=1, ν = 2nm.

Можна сформулювати аналоги лем 1.20—1.23 для матричних
нерiвностей з iнтервальною та афiнною невизначеностями коефi-
цiєнтiв вiдповiдних операторiв.
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1.6 Методи ЛМН у задачах локалiзацiї спектра

Матричнi функцiї та аналiтичнi областi. Розглянемо ре-
гулярну матричну функцiю

F (λ) = f0(λ)A0 + · · ·+ fs(λ)As, detF (λ) ̸≡ 0, λ ∈ C, (1.147)

де A0, . . . , As ∈ Cn×n — заданi матрицi, f0(λ), . . . , fs(λ) —
скалярнi функцiї, аналiтичнi в околi спектра σ(F ) i такi, що
zs(λ) =

[
f0(λ), . . . , fs(λ)

]
̸= 0, λ ∈ σ(F ). Вивчимо розташуван-

ня точок спектра σ(F ) щодо областей

Ω =
{
λ ∈ C : i+(V (λ, λ)) ≥ 1

}
, Ω̂ =

{
λ ∈ C : V (λ, λ) ≤ 0

}
. (1.148)

Тут V (λ, λ) — ермiтова матричнозначна функцiя. Очевидно, що
Ω ∩ Ω̂ = ∅ i Ω ∪ Ω̂ = C. Введемо блоковi матрицi

A =
[
A⊤

0 , . . . , A
⊤
s

]⊤
, A⊥∗ =

[
B0, . . . , Bs

]
,

для яких виконуються спiввiдношення

A⊥∗A = 0, A+A = In, detT ̸= 0, T =
[
A+∗, A⊥ ]

, (1.149)

де A+ = (A∗A)−1A∗ — псевдообернена матриця.

Лема 1.24 Нехай виконується одне зi спiввiдношень[
In(s+1), A

]
W

[
In(s+1), A

]∗
> 0 (1.150)

або
A⊥∗LA⊥ > 0, (1.151)

де

W =

[
L G
G∗ H

]
, L =

 L00 . . . L0s
...

. . .
...

Ls0 . . . Lss

 , G =

 G0
...
Gs

 ,
а матрична функцiя V (λ, λ) =

s∑
i,j=0

fi(λ)fj(λ)Lij визначає областi

(1.148). Тодi σ(F ) ∩ Ω̂ = ∅, тобто σ(F ) ⊂ Ω.
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Поклавши у лемi 1.24 L = Γ ⊗ X (Γ i X — ермiтовi матри-
цi вiдповiдних розмiрiв s + 1 × s + 1 i n × n), отримуємо умови
локалiзацiї спектра σ(F ) в областi Ω, що описується скалярною
ермiтовою функцiєю f(λ, λ) = zs(λ)Γz

∗
s (λ).

Теорема 1.21 Якщо для деяких матриць G, H = H∗ i
X = X∗ ≥ 0 (X ̸= 0) виконується одне зi спiввiдношень

AG∗ +GA∗ +AHA∗ + Γ⊗X > 0 (1.152)

або
s∑

i,j=0

γijBiXB
∗
j > 0, (1.153)

то всi власнi значення матричної функцiї F (λ) розташованi в

областi Ω =
{
λ ∈ C : f(λ, λ) =

s∑
i,j=0

γijfi(λ)fi(λ) > 0
}
.

Лема 1.25 Нехай f0(λ) ̸= 0 в околi точок σ(F ) i виконується
матрична нерiвнiсть

[A∗, In ]W [A∗, In ]
∗ > 0. (1.154)

Тодi σ(F ) ⊂ Ω, де область Ω визначається в (1.148) при

V (λ, λ) =

[
Ψ∗(λ)LΨ(λ) f0(λ)Ψ

∗(λ)G

f0(λ)G
∗Ψ(λ) f0(λ)f0(λ)H

]
,

Ψ(λ) =


−f1(λ)In . . . −fs(λ)In
f0(λ)In . . . 0n×n

...
. . .

...
0n×n . . . f0(λ)In

 .
Теорема 1.22 Якщо сумiсна система ЛМН

s∑
i,j=0

γijA
∗
iXAj > 0, X ≥ 0, (1.155)



1.6. Методи ЛМН у задачах локалiзацiї спектра 59

то всi власнi значення матричної функцiї F (λ) розташованi в
областi Ω =

{
λ ∈ C : i+(Φ

∗(λ)ΓΦ(λ)) ≥ 1
}
, де

Φ(λ) =

[
−z(λ)
f0(λ)Is

]
, z(λ) =

[
f1(λ), . . . , fs(λ)

]
.

Це твердження випливає з леми 1.25 при L = Γ ⊗ X та ну-
льових G i H. Аналогiчне твердження сформульовано в [49] при
слабших обмеженнях (типу керованостi) на вирази (1.155). Леми
1.24 та 1.25 доповнюють та узагальнюють вiдомi методи локалi-
зацiї власних чисел матричних функцiй в термiнах лiнiйних мат-
ричних нерiвностей (1.150), (1.151), (1.154) та їх окремих випадкiв
(1.152), (1.153) i (1.155) (див. [49, с. 94—98] i [131, с. 93—97]).

Зауваження 1.7 У теоремi 1.22 область Ω описує скалярна
функцiя f(λ, λ) = zs(λ)Γ̃z

∗
s (λ) > 0, якщо покласти

Γ =

 0 1
1 γ

02×s−1

0s−1×2 −Q−1

 , Γ̃ =

 γ −1
−1 0

02×s−1

0s−1×2 Q

 ,
де Q = Q∗ > 0.

Приклад 1.1 Розглянемо матричний квазiполiном:

F (λ) = A0 + λA1 + e−λτ1A2 + · · ·+ e−λτs−1As, τi ≥ 0, i = 1, s− 1.

Якщо для деяких чисел γ, q1 > 0, . . . , qs−1 > 0 та матрицi X ≥ 0
виконується матрична нерiвнiсть

A∗
0XA1 +A∗

1XA0 + γA∗
1XA1 −

s−1∑
i=1

1

qi
A∗
i+1XAi+1 > 0, (1.156)

то за теоремою 1.22 усi точки спектра σ(F ) належать областi

Ω =
{
λ ∈ C : λ+λ < γ+

s−1∑
i=1

qie
−(λ+λ)τi

}
. Якщо γ ≤ −q1−· · ·−qs−1,

то ця область повнiстю розташована в лiвiй пiвплощинi. У цьо-
му випадку маємо достатнi умови стiйкостi квазiполiнома F (λ) у
виглядi ЛМН (1.156) (див. [49, 131]). Цей результат можна вико-
ристовувати, вивчаючи абсолютну стiйкiсть лiнiйних систем ке-
рування iз запiзненням.
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Матричнi полiноми та алгебричнi областi. Розглянемо
регулярний матричний полiном розмiру n× n:

F (λ) = A0 + λA1 + · · ·+ λsAs, detF (λ) ̸≡ 0, λ ∈ C, (1.157)

та клас алгебричних областей у комплекснiй площинi

Λk =
{
λ ∈ C : f(λ, λ) =

k∑
i,j=0

γijλ
iλ
j
> 0

}
, (1.158)

де s ≥ 1, k ≥ 1, γij — скалярнi коефiцiєнти, що формують ер-
мiтову матрицю Γ. Припускатимемо, що Λk ̸= ∅ i Λk ̸= C, тобто
i±(Γ) ̸= 0. Очевидно, що Λ1 — область, обмежена деякою прямою
або колом. Зокрема, лiвiй пiвплощинi та одиничному колу вiдпо-
вiдають матрицi

Γ =

[
0 −1
−1 0

]
, Γ =

[
1 0
0 −1

]
. (1.159)

Клас областей Λ2 мiстить всi областi, обмеженi алгебричними
кривими другого порядку.

Нехай m = max{s, k} i r = m− k. Побудуємо матрицi

A =

 A0
...
Am

 , G =

 G0
...
Gm

 , X =

 X00 . . . X0r
...

. . .
...

Xr0 . . . Xrr


вiдповiдних розмiрiв n(m+1)×n, n(m+1)×n, n(r+1)×n(r+1)
i введемо лiнiйнi оператори

L(X) = C (Γ⊗X)C⊤, M(X) = D (Γ⊗X)D∗. (1.160)

Тут C = R⊗ In =
[
C0, . . . , Ck

]
, D = A⊥∗C =

[
D0, . . . , Dk

]
,

R =
[
E,∆E, . . . ,∆kE

]
, ∆ =

[
01×m 0
Im 0m×1

]
, E =

[
Ir+1

0k×r+1

]
,

A⊥∗ =
[
B0, . . . , Bm

]
— матриця, що визначається спiввiдношен-

нями (1.149). Блоки Ai при i > s повиннi бути такими, щоб спектр
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матричного полiнома Fm(λ) = A0 + λA1 + · · ·+ λmAm включав у
себе σ(F ). Наприклад, можна покласти Ai = 0, i > s. Якщо k ≤ s,
то такi блоки A вiдсутнi.

Нехай Λ̂k ≜ C\Λk — замкнене доповнення областi Λk, а Λr(X)−
область, яка визначається ермiтовою матрицею X у виглядi

Λr(X) =
{
λ ∈ C : Zr(λ)XZ

∗
r (λ) =

r∑
i,j=0

λiλ
j
Xij ≥ 0

}
,

де Zr(λ) =
[
In, λIn, . . . , λ

rIn
]
.

Теорема 1.23 Нехай для деяких матриць G, H = H∗ i
X = X∗ виконуються включення

Λ̂k ⊆ Λr(X) (1.161)

та одна з матричних нерiвностей

AG∗ +GA∗ +AHA∗ + L(X) > 0 (1.162)

або
M(X) > 0. (1.163)

Тодi всi власнi значення матричного полiнома F (λ) знаходяться
в областi Λk.

Теорема 1.23 узагальнює та розвиває вiдомi методи локалiза-
цiї спектра матричного полiнома, запропонованi в [117, 118] для
класу областей Λ1. Її сформульовано без обмежень на порядок
використаних алгебричних кривих, а умова (1.161) в загальному
випадку не потребує додатної визначеностi розв’язкiв вiдповiдних
матричних нерiвностей.

Доведення теореми 1.23 можна отримати у виглядi наслiдку
леми 1.24, поклавши fi(λ) = λi, i = 0,m, причому за умови (1.161)
виконується включення Ω ⊆ Λk. Обмеження (1.161) на блокову
матрицю X виконується для будь-якої областi Λk в тому випадку,
коли Λr(X) — вся комплексна площина C. Для цього достатньо



62 Роздiл 1. Матричнi рiвняння та нерiвностi

припустити, щоб шукана матриця X була додатно (невiд’ємно)
λ-визначеною, тобто

Zr(λ)XZ
∗
r (λ) =

r∑
i,j=0

λiλ
j
Xij > 0 (≥ 0) ∀λ ∈ C.

Цю властивiсть має, наприклад, блокова матриця X, додатно
(невiд’ємно) визначена у звичайному сенсi. Якщо k ≥ s, то m = k,
r = 0 i C = In(k+1). У цьому випадку в (1.162) i (1.163) викори-
стовуємо оператори L(X) = Γ ⊗ X i M(X) = A⊥∗L(X)A⊥. При
цьому невiдомi матрицi X i H мають розмiри n×n i в теоремi 1.23
замiсть умови (1.161) використовуємо нерiвнiсть X ≥ 0 (X ̸= 0).

Зазначимо, що якщо detA0 ̸= 0, то матрицю A⊥∗, що вiдповiдає
спiввiдношенням (1.149), завжди можна побудувати у виглядi

A⊥∗ =

 Â1 In . . . 0n×n
...

...
. . .

...
Âm 0n×n . . . In

 , Âi =

{
−AiA−1

0 , i ≤ s,
0n×n, i > s.

(1.164)
У випадку k = s структура оператора M(X) у (1.163) з ураху-

ванням (1.164) є блоковою:

M(X) =

 Y11(Z) . . . Y1s(Z)
...

. . .
...

Ys1(Z) . . . Yss(Z)

 , X = A0ZA
∗
0, (1.165)

де Ypq(Z) = γ00ApZA
∗
q − γp0A0ZA

∗
q − γ0qApZA

∗
0 + γpqA0ZA

∗
0,

p, q = 1, s.
Якщо detA0 = 0, то замiсть F (λ) i Λk можна розглядати мат-

ричний полiном Fα(λ) = F (λ+ α) =
s∑
i=0

λiAαi i область

Λαk =
{
λ ∈ C : f

(
λ+ α, λ+ α

)
=

k∑
i,j=0

γαijλ
iλ
j
> 0

}
,

де Aα0 = F (α), detAα0 ̸= 0. Для регулярного матричного полiно-
ма F (λ) число α ̸∈ σ(F ) iз зазначеними властивостями iснує. При
цьому σ(Fα) = σ(F )− α i σ(F ) ⊂ Λk ⇐⇒ σ(Fα) ⊂ Λαk .
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Iснують рiзнi способи зведення спектральних задач для мат-
ричних полiномiв до аналогiчних задач для лiнiйних в’язок мат-
риць. Наведемо метод з працi [38], що ґрунтуються на застосуван-
нi матриць типу A⊥, якi задовольняють спiввiдношення (1.149).
Використовуючи блочне подання A⊥∗ =

[
B0, . . . , Bs

]
при m = s,

побудуємо в’язку матриць розмiру ns× ns:

D1 − λD0 =
[
B1, . . . , Bs

]
− λ

[
B0, . . . , Bs−1

]
(1.166)

i розглянемо такi спiввiдношення:

v∗F (λ) = 0, v ̸= 0; (1.167)

u∗(D1 − λD0) = 0, u ̸= 0; (1.168)

u∗A⊥∗ = v∗Zs(λ), v = B∗
0u ̸= 0. (1.169)

Спiввiдношення (1.167) i (1.168) визначають власнi значення
та вiдповiднi лiвi власнi вектори матричного полiнома (1.157), а
також в’язки матриць (1.166). Легко встановити еквiвалентнiсть
спiввiдношень (1.168) i (1.169). Проте з означення матрицi A⊥∗ i
подання F (λ) = Zs(λ)A випливає еквiвалентнiсть спiввiдношень
(1.167) i (1.169) для деякого вектора u ̸= 0. Отже, спiввiдношення
(1.167) i (1.168) є еквiвалентними. При цьому тотожне виконан-
ня однiєї з рiвностей (1.167) або (1.168) для ∀λ ∈ C зумовлює
тотожне виконання iншої iз них. Це означає, що властивостi ре-
гулярностi матричного полiнома (1.157) i в’язки матриць (1.166)
також еквiвалентнi.

Лема 1.26 Множини всiх рiзних власних значень λi мат-
ричного полiнома (1.157) i в’язки матриць (1.166) збiгаються,
а їхнi вiдповiднi лiвi власнi вектори пов’язанi спiввiдношеннями
v∗i = u∗iB0 (i = 1, l).

Сформулюємо критерiї належностi спектра матричного полi-
нома F (λ) областям класу Λ1. У цьому випадку

E =

[
Is

01×s

]
, ∆ =

[
01×s 0
Is 0s×1

]
,
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M(X) = γ00D0XD
∗
0 + γ01D0XD

∗
1 + γ10D1XD

∗
0 + γ11D1XD

∗
1,

де D0 i D1 — матрицi лiнiйної в’язки (1.166). Враховуючи лему
1.26 та загальнi властивостi додатно оборотних операторiв у про-
сторi ермiтових матриць, сформулюємо таке твердження.

Теорема 1.24 Включення σ(F ) ⊂ Λ1 виконується то-
дi i лише тодi, коли iснують ермiтовi матрицi X i Y ,
що задовольняють спiввiдношення 1) M(X) = Y ≥ 0,
rank

[
D1 − λD0, Y

]
≡ ns (λ ∈ Λ̂1), D0XD

∗
0 ≥ 0. Якщо матри-

ця D0 невироджена, то це включення еквiвалентне кожному з
наступних тверджень: 2) матрична нерiвнiсть M(X) > 0 має
розв’язок X = X∗ > 0; 3) для довiльної матрицi Y = Y ∗ > 0
матричне рiвняння M(X) = Y має розв’язок X = X∗ > 0;
4) оператор M додатно оборотний щодо конуса невiд’ємно визна-
чених матриць Kns.

Доведення твердження достатностi критерiю 1 полягає у на-
ступному. Якщо припустити, що деяке власне значення λ ∈ Λ̂1,
то згiдно з (1.168) для вiдповiдного лiвого власного вектора u∗

повиннi виконуватись суперечливi спiввiдношення:

f(λ, λ) ≤ 0, u∗D∗
0XD0u ≥ 0, f(λ, λ) u∗D∗

0XD0u = u∗Y u > 0.

За умови σ(F ) ⊂ Λ1 матрицi X i Y в критерiї 1 завжди можна
побудувати у виглядi (див. лему 1.14)

X = ZX̂Z∗, Y = D0ZŶ Z
∗D∗

0, rank
[
D1Z,D0Z

]
= rank(D0Z).

У разi невиродженої матрицi D0 критерiї 2—4 випливають iз
теореми 1.10.

Робастна локалiзацiя спектра. Розглянемо клас областей
Λk вигляду (1.158) та параметричну сiм’ю регулярних матричних
полiномiв розмiру n× n:

F (λ, p) = A0(p0) + λA1(p1) + · · ·+ λsAs(ps), (1.170)

де значення матричних коефiцiєнтiв Ai(pi), що залежать вiд век-
торних параметрiв

pi = [pi1, . . . , piνi ]
⊤ ∈ Pνi =

{
q ∈ Rνi : qk ≥ 0,

νi∑
k=1

qk = 1
}
,



1.6. Методи ЛМН у задачах локалiзацiї спектра 65

утворюють полiтопи Ai = Co
{
Ai1, . . . , Aiνi

}
, i = 0, s. Загальний

вектор параметрiв p = [ p⊤0 , . . . , p
⊤
s ]⊤ ∈ P = Pν0 × · · · × Pνs має

порядок ν = ν0 + · · ·+ νs.
Нехай s ≥ 1, k ≥ 1, m = max{s, k} i r = m − k. Видiлимо всi

матричнi полiноми, що вiдповiдають вершинам полiтопiв:

Ft0...ts(λ) = A0t0 + λA1t1 + · · ·+ λsAsts , ti ∈ {1, . . . , νi}, i = 0, s.

Їхня кiлькiсть дорiвнює ν0 · · · νs. Якщо νi = 1, то ti = 1 i в (1.170)
вiдповiдний матричний коефiцiєнт Ai не залежить вiд pi.

Теорема 1.25 Нехай для деяких матриць G, H = H∗ ≤ 0
i Xt0...ts = X∗

t0...ts, ti ∈ {1, . . . , νi}, виконуються умова (1.161) i
система матричних нерiвностей

At0...tsG
∗ +GA∗

t0...ts +At0...tsHA
∗
t0...ts + L(Xt0...ts) > 0, (1.171)

де L — лiнiйний оператор, визначений в (1.160),

At0...ts =
[
A⊤

0 , . . . , A
⊤
m

]⊤
, Ai =

{
Aiti , i ≤ s
0, i > s

, i = 0,m.

Тодi для будь-якого p ∈ P усi власнi значення матричного полi-
нома (1.170) розташованi в областi Λk вигляду (1.158).

Теорему 1.25 можна використовувати для параметричних та
iнтервальних сiмей регулярних матричних полiномiв:

F (λ, p) =

ν∑
i=1

pi(A0i + λA1i + · · ·+ λsAsi), p ∈ Pν , (1.172)

F (λ) = A0 + λA1 + · · ·+ λsAs, Ai ≤ Ai ≤ Ai, i = 0, s. (1.173)

Сiм’ю (1.170) можна подати у виглядi (1.172) в тому випадку,
коли всi вектори параметрiв pi ∈ Pνi мають однакову розмiрнiсть
ν i збiгаються. Тодi система (1.171) складається з ν матричних
нерiвностей. Iнтервальна сiм’я (1.173), що найчастiше використо-
вується, також описується у виглядi (1.170) (див. зауваження 1.6).
При цьому система (1.171) складається з 2(s+1)n2 матричних нерiв-
ностей.
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Зазначимо, що за допомогою лем 1.24 i 1.25 можна отримати
аналоги теореми 1.25 для сiмей матричних функцiй

F (λ, p) =
s∑
i=0

fi(λ)Ai(pi), detF (λ, p) ̸≡ 0, p = [p⊤0 , ..., p
⊤
s ]

⊤ ∈ P,

i вiдповiдних класiв областей вигляду (1.148).

1.7 Матричнi нерiвностi в термiнах функцiй слiду

Функцiї слiду µ(A) i µ∗(A). У просторi матриць A ∈ Cn×n вве-
демо скалярнi функцiї:

µ(A) = (trA)2 − ν trA2, µ∗(A) = trA trA∗ − ν tr(AA∗). (1.174)

Тут ν —задане дiйсне число. Оскiльки слiд матрицi збiгається iз
сумою її власних значень, то

µ(A) = φ(z) ≜
( n∑
k=1

λk

)2
− ν

n∑
k=1

λ2k,

де z = ξ + iη, ξ =
[
ξ1, . . . , ξn

]⊤, η =
[
η1, . . . , ηn

]⊤,
λk = ξk + iηk ∈ σ(A), k = 1, n. Якщо спектр σ(A) дiйсний, то
µ(A) = φ(ξ) ∈ R. Функцiя µ∗(A) завжди набуває дiйсних значень
i має вигляд

µ∗(A) = µ(AR) + µ(AI), (1.175)

де AR = (A + A∗)/2 i AI = (A − A∗)/(2i) — ермiтовi складовi в
розкладi A = AR + iAI .

Мають мiсце нерiвностi [20]

tr(AA∗) ≥
n∑
k=1

|λk|2, trA2
R ≥

n∑
k=1

ξ2k, trA2
I ≥

n∑
k=1

η2k. (1.176)

Тут рiвностi виконуються в тому i лише в тому випадку, коли
матриця A нормальна, тобто AA∗ = A∗A. Спiввiдношення (1.176)
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є наслiдком нерiвностей Вейля для власних i сингулярних чи-
сел матрицi [21]. За допомогою спiввiдношень (1.174)—(1.176) при
ν ≥ 0 можна встановити нерiвностi

µ(AR) ≤ φ(ξ), µ(AI) ≤ φ(η), µ∗(A) ≤ φ(ξ) + φ(η). (1.177)

Очевидно, що якщо ν ≤ 0, то φ(ξ) ≥ 0 для довiльного вектора
ξ ∈ Rn. Якщо ж ν ≥ n, то iз подання

φ(ξ) = (n− ν)
n∑
k=1

ξ2k −
∑

k<s≤n
(ξk − ξs)

2 (1.178)

випливає φ(ξ) ≤ 0. Далi припускатимемо, що 0 ≤ ν ≤ n.
Зазначимо, що подання (1.178) є наслiдком тотожностi Лагран-

жа [20]:( n∑
k=1

ξ2k

)( n∑
k=1

η2k

)
−
( n∑
k=1

ξkηk

)2
≡

∑
k<s≤n

(ξkηs − ξsηk)
2.

Позначимо p(A) i q(A) кiлькостi власних значень матрицi A
з урахуванням кратностей вiдповiдно з додатними i вiд’ємними
дiйсними частинами.

Лема 1.27 Якщо виконуються умови

trAR > 0, µ(AR) > 0, 0 ≤ ν < n, (1.179)

то p(A) > ν. Аналогiчно q(A) > ν, якщо

trAR < 0, µ(AR) > 0, 0 ≤ ν < n. (1.180)

Зауваження 1.8 Iз доведення леми 1.27 випливає, що нестро-
гi нерiвностi p(A) ≥ ν i q(A) ≥ ν виконуються при 0 < ν ≤ n, якщо
µ(AR) ≥ 0 i вiдповiдно trAR > 0 i trAR < 0. Якщо µ(AR) ≥ 0 при
0 ≤ ν ≤ n, то можна гарантувати, що q(A) ≤ n− ν i p(A) ≤ n− ν,
якщо вiдповiдно trAR ≥ 0 i trAR ≤ 0.

Зауваження 1.9 Якщо матриця A ∈ Cn×n має дiйсний
спектр або A ∈ Rn×n, то в (1.177) φ(η) ≤ 0. У цьому випадку твер-
дження леми 1.27 та зауваження 1.8 будуть виконуватись, якщо
замiсть µ(AR) використати функцiю µ∗(A).
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Для ермiтової матрицi A функцiї µ(A), µ(AR) i µ∗(A) збiгають-
ся. У цьому випадку маємо таке твердження.

Наслiдок 1.3 Нехай A = A∗ — ермiтова матриця i викону-
ються умови µ(A) > 0 i n−1 ≤ ν < n. Тодi A > 0 (A < 0) у тому
й лише в тому випадку, коли trA > 0 (trA < 0). Якщо µ(A) ≥ 0 i
n− 1 ≤ ν ≤ n, то невiд’ємна (недодатна) визначенiсть матрицi
A = A∗ еквiвалентна нерiвностi trA ≥ 0 (trA ≤ 0).

Локалiзацiя та дихотомiя спектра щодо аналiтич-
них кривих. Нехай аналiтична крива Λ0

f вигляду (1.54) роздi-
ляє комплексну площину C на двi непорожнi областi Λ+

f i Λ−
f , де

f(λ, λ) =
r∑

i,j=1
γijfi(λ)fj(λ), γij — коефiцiєнти ермiтової матрицi

Γ = ∥γij∥r1. За умов оборотностi (1.56) оператора

LfX =
r∑

i,j=1

γijfi(A)Xfj(A)
∗

має мiсце дихотомiя спектра σ(A) матрицi A ∈ Cn×n щодо кривої
Λ0
f , тобто σ(A) ∩ Λ0

f = ∅. Використовуючи теореми 1.10, 1.11 та
наслiдок 1.3, отримуємо такi твердження.

Теорема 1.26 Нехай ν ∈ [n − 1, n) i для деякої матрицi
X = X∗ сумiсна система нерiвностей

tr (LfX) > 0, µ(LfX) > 0, (1.181)

Тодi виконуються такi твердження: 1) σ(A) ∩ Λ0
f = ∅; 2) якщо

X > 0, то σ(A) ⊂ Λ+
f ; 3) якщо i+(Γ) = 1, то i0(X) = 0; 4) якщо

i+(Γ) = i−(Γ) = 1, то областi Λ+
f i Λ−

f мiстять вiдповiдно i+(X)
i i−(X) власних значень матрицi A з урахуванням кратностей.

Зауваження 1.10 Якщо оператор Lf оборотний, то система
нерiвностей (1.181) має розв’язок X = X∗. Наприклад, розв’язок
матричного рiвняння LfX = αIn, де α > 0, задовольняє систему
(1.181). Якщо i+(Γ) = 1, то σ(A) ⊂ Λ+

f тодi i лише тодi, коли
для будь-якої матрицi Y = Y ∗ > 0 дане рiвняння має розв’язок
X = X∗ > 0 (див. параграф 1.2).
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Теорема 1.27 Нехай ν ∈ [n− 1, n) i i+(Γ) = 1. Тодi всi власнi
значення матрицi A розташованi в областi Λ+

f в тому i лише
в тому випадку, коли система нерiвностей (1.181) має розв’язок
X = X∗ > 0.

Умови локалiзацiї та розподiлу спектра матрицi A у теоремах
1.26 i 1.27 можна послабити, використовуючи властивостi типу
керованостi пари матриць (A, Y ), де Y = LfX ≥ 0 (див. леми 1.9
та 1.10).



Роздiл 2

Стiйкiсть динамiчних систем

2.1 Основнi означення та теореми про стiйкiсть руху

Розглянемо систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь:

ẋ = g(x, t), x(t0) = x0, t ≥ t0, (2.1)

де x ∈ Rn — вектор стану системи, визначений в околi S0 його
початкового значення x0, g — векторна функцiя, яка неперервна
за всiма аргументами i задовольняє умову Лiпшиця

∥g(x, t)− g(z, t)∥ ≤ L∥x− z∥, x, z ∈ S0, L = const > 0.

Як S0 зазвичай служить куля S0 = {x ∈ Rn : ∥x− x0∥ ≤ h}.
За таких припущень виконуються теореми про локальне iсну-

вання на скiнченному iнтервалi, єдинiсть та неперервну за-
лежнiсть вiд початкових даних t0 > 0 i x0 ∈ S0 розв’язку
x(t) = X(t, t0, x0) системи (2.1). У теорiї стiйкостi Ляпунова кож-
ний розв’язок системы може бути нескiнченно продовжений впра-
во, тобто x(t) ∈ S0 iснує при t0 ≤ t < ∞. Нехай z(t) = Z(t, t0, z0)
— один iз таких розв’язкiв системи (2.1), z(t0) = z0.

Означення 2.1 Розв’язок z(t) системи (2.1) називають стiй-
ким за Ляпуновим, якщо для будь-яких ε > 0 i t0 > 0 iснує
δ = δ(ε, t0) > 0 таке, що довiльний iнший розв’язок x(t) при t ≥ t0
задовольняє умову

∥x0 − z0∥ ≤ δ ⇒ ∥x(t)− z(t)∥ ≤ ε. (2.2)

Якщо при цьому δ = δ(ε) не залежить вiд t0, то стiйкiсть розв’язку
z(t) є рiвномiрною за початковим моментом. Розв’язок z(t) систе-
ми (2.1) називають нестiйким за Ляпуновим, якщо для деяких
ε > 0, t0 > 0 i будь-якого δ > 0 iснує розв’язок x(t) i момент часу
t1 = t1(δ) > t0 такi, що ∥x0 − z0∥ < δ i ∥x(t1 − z(t1)∥ ≥ ε.
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Означення 2.2 Розв’язок z(t) системи (2.1) називають
асимптотично стiйким, якщо вiн стiйкий за Ляпуновим i для
будь-якого t0 > 0 iснує δ = δ(t0) > 0 таке, що всi розв’язки x(t)
задовольняють умову

∥x0 − z0∥ ≤ δ ⇒ lim
t→∞

[
x(t)− z(t)

]
= 0. (2.3)

Множину початкових векторiв x0, для яких виконується умова
(2.3), називають областю притягання розв’язку z(t), при цьому
z(t) є атрактором системи (2.1). Якщо ця область заповнює весь
простiр Rn, то розв’язок z(t) називають асимптотично стiйким у
цiлому . Розв’язок z(t) системи (2.1) називають рiвномiрно асимп-
тотично стiйким, якщо вiн рiвномiрно стiйкий i для будь-якого
ε > 0 iснують δ > 0 i t1 = t1(ε) > 0 такi, що всi розв’язки x(t)
задовольняють умову (2.3) при t ≥ t0 + t1.

Означення 2.3 Розв’язок z(t) системи (2.1) називають експо-
ненцiально стiйким, якщо iснують додатнi числа α, β i γ такi,
що для кожного її розв’язоку x(t) при ∥x0 − z0∥ ≤ β i t ≥ t0
виконується оцiнка

∥x(t)− z(t)∥ ≤ γ ∥x0 − z0∥ e−α(t−t0). (2.4)

У нуведених означеннях розв’язок z(t) системи (2.1) нази-
вають незбуреним, а розв’язок x(t) — збуреним. Якщо систе-
ма (2.1) автономна (f не залежить вiд t) або ω-перiодична(
f(x, t + ω) ≡ f(x, t)

)
, то кожний її стiйкий за Ляпуновим

розв’язок є рiвномiрно стiйким за початковим моментом, а кож-
ний асимптотично стiйкий розв’язок є рiвномiрно асимптотично
стiйким. Iз експоненцiальної стiйкостi розв’язку z(t) системи (2.1)
випливає його асимптотична стiйкiсть.

Зазначимо, що задачi дослiдження рiзних типiв стiйкостi
розв’язку z(t) системи (2.1) зазвичай зводяться до аналогiчних
задач про стiйкiсть нульового розв’язку x ≡ 0 (стану рiвноваги)
системи рiвнянь збуреного руху:

ẋ = f(x, t), f(0, t) ≡ 0, t ≥ t0, (2.5)

де f(x, t) = g
(
x+ z(t), t

)
− g

(
z(t), t

)
.
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Досить унiверсальним та ефективним методом дослiд-
ження стiйкостi руху є метод функцiй Ляпунова вигляду
v : S0 × [0,∞) → R, де S0 — окiл початку координат x = 0. Такi
функцiї мають бути неперервно диференцiйованими i задоволь-
няти тотожнiсть v(0, t) ≡ 0, t ≥ 0.

Означення 2.4 Функцiю v(x, t) називають додатно визначе-
ною, якщо iснує функцiя w : S0 → R така, що v(x, t) ≥ w(x) > 0
за всiх t ≥ 0 i x ̸= 0, причому v(0, t) ≡ w(0) = 0. Функцiю v(x, t)
називають невiд’ємно визначеною, якщо v(x, t) ≥ 0 за всiх t ≥ 0
i x ∈ Rn. Функцiю v(x, t) називають вiд’ємно (недодатно) визна-
ченою, якщо −v(x, t) — додатно (невiд’ємно) визначена функцiя.
Функцiю v(x, t) називають знаковизначеною, якщо вона додатно
або вiд’ємно визначена.

Функцiя v(x, t) має нескiнченно малу вищу межу при x → 0,

якщо v(x, t)
t
⇒ 0 при ∥x∥ → 0, t ≥ t0. Функцiя v(x, t) допускає

нескiнченно велику нижчу межу при x → ∞, якщо v(x, t)
t
⇒ ∞

при ∥x∥ → ∞, t ≥ t0.

Вираз

v̇(x, t) =
∂v

∂t
+ f⊤(x, t) gradxv(x, t) (2.6)

називають похiдною за часом функцiї v в силу системи (2.5). При
обчисленнi цього виразу розв’язок системи (2.5) не використову-
ють.

Теорема 2.1 (перша теорема Ляпунова). Якщо iснує додат-
но визначена функцiя v(x, t), що допускає невiд’ємно визначену
похiдну v̇(x, t) в силу системи (2.5), то нульовий стан x ≡ 0 цiєї
системи стiйкий за Ляпуновим.

За умов теореми 2.1 кожний розв’язок системи (2.5) з почат-
ковим вектором x0 ∈ S0 є продовженим вправо i обмеженим
при t ≥ t0. Якщо функцiя Ляпунова v(x, t) у теоремi 2.1 допус-
кає нескiнченно малу вищу межу при x → 0, то нульовий стан
x ≡ 0 системи (2.5) рiвномiрно стiйкий за початковим моментом
(К. П. Персидський).
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Теорема 2.2 (друга теорема Ляпунова). Нехай iснує додат-
но визначена функцiя v(x, t), що допускає нескiнченно малу вищу
межу при x→ 0 i вiд’ємно визначену похiдну v̇(x, t) в силу систе-
ми (2.5). Тодi нульовий стан x ≡ 0 цiєї системи асимптотично
стiйкий.

Якщо умови теореми 2.2 доповнити вимогою iснування нескiн-
ченно великої нижчої межi функцiї v(x, t) при x → ∞, то нульо-
вий стан x ≡ 0 системи (2.5) буде асимптотично стiйким у цiлому
(теорема Барбашина—Красовського [16]).

Теорема 2.3 (третя теорема Ляпунова). Нехай iснує функцiя
v(x, t), що допускає нескiнченно малу вищу межу при x → 0 i
знаковизначену похiдну v̇(x, t) в силу системи (2.5). Якщо будь-
який окiл S0 початку координат мiстить точку x0 таку, що
v(x0, t0) v̇(x0, t0) > 0 за деякого t0 ≥ 0, то нульовий стан x ≡ 0
цiєї системи нестiйкий за Ляпуновим.

Умови теореми 2.3 можна послабити, якщо розглядати лише
деяку частину околу S0, що примикає до початку координат (М. Г.
Четаєв). Функцiї v(x, t), що задовольняють умови першої, другої
та третьої теорем Ляпунова, називають функцiями Ляпунова вiд-
повiдно 1-го, 2-го та 3-го роду.

Основнi теореми методу функцiй Ляпунова допускають зво-
ротнi твердження (див., наприклад, [37]). Так, для системи (2.5)
знайдено умови iснування функцiй Ляпунова 1-го роду (К.П. Пер-
сидський) i 2-го роду (Х. Л. Массера).

Зазначимо, що використанi властивостi функцiй Ляпунова
та їх похiдних у силу системи можна еквiвалентно визначи-
ти в термiнах так званих K-функцiй. Неперервну функцiю
ω : [0,∞) → [0,∞) називають K-функцiєю, якщо вона монотонно
зростає i ω(0) = 0. У сформульованих твердженнях вимогу додат-
ної визначеностi функцiї Ляпунова v(x, t) можна замiнити умовою
v(x, t) ≥ ω(∥x∥), де ω ∈ K — деяка K-функцiя. Аналогiчно, iсну-
вання нескiнченно малої вищої межi функцiї v(x, t) при x → 0
еквiвалентне умовi v(x, t) ≤ ω(∥x∥).
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Наведемо наслiдки теорем 2.1 i 2.2 для класу нелiнiйних си-
стем, поданих у векторно-матричнiй формi:

ẋ = A(x, t)x, t ≥ t0, (2.7)

де A(x, t) — неперервна матрична функцiя. Нелiнiйнi системи
такої структури iнодi називають псевдолiнiйними. Дослiджуючи
стiйкiсть нульового стану системи (2.7), доцiльно використовува-
ти квадратичнi функцiї Ляпунова v(x, t) = x⊤X(t)x з неперервно
диференцiйованою додатно визначеною матрицею X(t). У цьому
випадку вираз (2.6) похiдної за часом у силу системи (2.7) має
вигляд

v̇(x, t) = x⊤Y (x, t)x, Y (x, t) = Ẋ(t) +A⊤(x, t)X(t) +X(t)A(x, t).

Наслiдок 2.1 Якщо для деякої симетричної матрицi X(t) i
деякого ε > 0 виконуються спiввiдношення

εIn ≤ X(t), Y (x, t) ≤ 0, x ∈ S0, t ≥ t0,

то нульвий стан x ≡ 0 системи (2.7) стiйкий за Ляпуновим.
Нульовий стан системи (2.7) рiвномiрно асимптотично стiй-
кий, якщо

ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, Y (0, t) ≤ −δIn, t ≥ t0,

де 0 < ε1 ≤ ε2 i δ > 0.

Цi твердження випливають iз теорем 2.1, 2.2 та спiввiдношень

ε1∥x∥2 ≤ λmin

(
X(t)

)
∥x∥2 ≤ v(x, t) ≤ λmax

(
X(t)

)
∥x∥2 ≤ ε2∥x∥2,

v̇(x, t) ≤ λmax

(
Y (x, t)

)
∥x∥2 ≤ −δ1∥x∥2, 0 < δ1 < δ.

(2.8)
При цьому з неперервної залежностi Y (x, t) випливає, що
Y (x, t) ≤ −δ1In в околi S0 при t ≥ t0 i Y (0, t) ≤ −δIn.

Зазначимо, що кожну диференцiальну систему (2.5) з непере-
рвно диференцiйованою векторною функцiєю f можна подати у
виглядi (2.7), при цьому [15]

A(x, t) =
1

n

∫ 1

0
J(θx, t) dθ, J(x, t) =

∥∥∥∥∂fi(x, t)∂xj

∥∥∥∥n
i,j=1

.
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Тут J(x, t) — матриця Якобi векторної функцiї f(x, t).

Теорема 2.4 (М. М. Красовський [37]). Нехай векторна функ-
цiя f(x, t) має неперервнi й обмеженi частиннi похiднi за компо-
нентами x в околi S0 при t ≥ t0. Тодi стан x ≡ 0 системи (2.5)
експоненцiально стiйкий в тому i лише в тому випадку, коли в
деякому околi S̃0 ⊆ S0 при t ≥ t0 iснує неперервно диференцiйова-
на функцiя Ляпунова v(x, t) така, що

ε1∥x∥2 ≤ v(x, t) ≤ ε2∥x∥2, v̇(x, t) ≤ −ε3∥x∥2,
∥∥∥∥∂v(x, t)∂x

∥∥∥∥ ≤ ε4∥x∥,

де εi > 0 — деякi сталi, i = 1, 4.

Наступне твердження є посиленням другої теореми Ляпунова
для класу автономних систем

ẋ = f(x), f(0) = 0, t ≥ t0. (2.9)

Теорема 2.5 (Є. О. Барбашин, М.М. Красовський [15]).
Нехай iснує додатно визначена функцiя v(x), що допускає недо-
датно визначену похiдну v̇(x) в силу системи (2.9), причому мно-
жина {x : v̇(x) = 0} не мiстить цiлих траєкторiй системи (2.9),
крiм точки x = 0. Тодi стан x ≡ 0 цiєї системи асимптотично
стiйкий.

Розглянемо квазiлiнiйну диференцiальну систему

ẋ = A(t)x+ φ(x, t), t ≥ t0, (2.10)

де A(t) — неперервна i обмежена матрична функцiя, а векторна
функцiя φ(x, t) задовольняє умову

∥φ(x, t)∥ ≤ β∥x∥1+α, x ∈ S0, t ≥ t0, α > 0, β > 0. (2.11)

При цьому sup
t≥t0

∥φ(x, t)∥/∥x∥ = 0, φ(0, t) ≡ 0 i ця система має

тривiальний розв’язок x ≡ 0.
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Кожну систему (2.5), в якої неперервнi всi частиннi похiднi
∂2fk(x, t)/∂xi∂xj (k, i, j = 1, n), можна подати у виглядi (2.10).
При цьому лiнiйну систему

ẋ = A(t)x, t ≥ t0, (2.12)

де A(t) = J(0, t) — матриця Якобi вектор-функцiї f(x.t) при x = 0,
називають лiнiйним наближенням системи (2.5).

Теорема 2.6 Якщо система лiнiйного наближення (2.12) екс-
поненцiально стiйка, то стан x ≡ 0 нелiнiйної системи (2.10)
асимптотично стiйкий. Якщо система лiнiйного наближення
(2.12) є автономною, то з її асимптотичної стiйкостi (нестiй-
костi) випливає асимптотична стiйкiсть (нестiйкiсть) стану
x ≡ 0 системи (2.10).

Узагальнимо клас нелiнiйних систем (2.10) як

E(x)ẋ = A(x, t)x+ φ(x, t), t ≥ t0. (2.13)

Тут E(x) i A(x, t) — неперервнi та обмеженi матричнi функцiї при
x ∈ S0 i t ≥ t0.

Теорема 2.7 Нехай векторна функцiя φ(x, t) задовольняє
умову (2.11) i для деякої неперервно диференцiйованої матрицi
X(t) = X⊤(t) > 0 виконуються спiввiдношення

ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, 0 < ε1 ≤ ε2, (2.14)

E⊤
0 Ẋ(t)E0 +A⊤

0 (t)X(t)E0 + E⊤
0 X(t)A0(t) + ε0In ≤ 0, ε0 > 0,

(2.15)
де E0 = E(0), A0(t) = A(0, t), t ≥ t0.Тодi стан x ≡ 0 системи
(2.13) асимптотично стiйкий.

Доведення. Для виконання матричної нерiвностi (2.15) необ-
хiдно, щоб матриця E0 була невиродженою. Iнакше множення
справа i злiва цiєї нерiвностi вiдповiдно на q i q⊤ (q — власний век-
тор матрицi E0, що вiдповiдає її нульовому власному значенню)
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призводить до суперечностi. Невиродженою повинна бути також
матриця E(x) в околi S0 точки x = 0.

Побудуємо функцiю Ляпунова 2-го роду для системи (2.13) як
v(x, t) = x⊤E⊤

0 X(t)E0x, де X(t) = X⊤(t) > 0. Похiдна цiєї функцiї
в силу системи (2.13) має вигляд

v̇(v, t) = x⊤Y (x, t)x+ 2x⊤E⊤
0 X(t)E1(x)φ(x, t), (2.16)

де Y (x, t) = E⊤
0 Ẋ(t)E0 +A⊤

1 (x, t)X(t)E0 + E⊤
0 X(t)A1(x, t),

A1(x, t) = E1(x)A(x, t) i E1(x) = E0E
−1(x).

За умови (2.15) унаслiдок неперервностi використовуваних
матричних функцiй для деякого δ1 < ε0 в околi точки x = 0
маємо нерiвнiсть x⊤Y (x, t)x ≤ −δ1∥x∥2, t ≥ t0.

Для оцiнювання другого доданку в (2.16) використовуємо умо-
ви (2.11), (2.14) i наслiдок нерiвностi Кошi:

x⊤Xy ≤
√
x⊤Xxy⊤Xy, x, y ∈ Rn,

що виконується для будь-якої матрицi X = X⊤ ≥ 0. Отримаємо

x⊤E⊤
0 X(t)E1(x)φ(x, t) ≤

≤
√
x⊤E⊤

0XE0xφ⊤(x, t)E⊤
1 (x)XE1(x)φ(x, t) ≤

≤ ε2

√
λmax(E⊤

0 E0) sup
x∈S0

λmax(E⊤
1 (x)E1(x)) ∥x∥∥φ(x, t)∥ ≤

≤ ε2β
√
λmax(E⊤

0 E0) sup
x∈S0

λmax(E⊤
1 (x)E1(x)) ∥x∥α∥x∥2.

При досить малих значеннях ∥x∥ для деякого δ2 > 0

−δ1 + 2ε2β
√
λmax(E⊤

0 E0) sup
x∈S0

λmax(E⊤
1 (x)E1(x)) ∥x∥α ≤ −δ2 < 0

i, як наслiдок, v̇(v, t) ≤ −δ2∥x∥2, тобто функцiя v(x, t) задовольняє
умови другої теореми Ляпунова. При цьому стан x ≡ 0 системи
(2.13) асимптотично стiйкий. 2

Iстотним розвитком та узагальненням методу функцiй Ляпу-
нова в теорiї стiйкостi є метод порiвняння систем. При цьому
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роль функцiї Ляпунова вiдiграє оператор, що вiдображає простiр
станiв складної дослiджуваної системи у простiр станiв допомiж-
ної системи порiвняння. Розв’язки систем порiвняння мають вла-
стивостi типу монотонностi щодо деякого конуса у просторi станiв,
що суттєво спрощує дослiдження їх стiйкостi та асимптотичних
властивостей.

Розглянемо в просторi Rr конус невiд’ємних векторiв K = Rr+
та диференцiальну систему

ẏ = F (y, t), F (0, t) ≡ 0, t ≥ t0, (2.17)

праву частину якої визначено в околi точки y = 0. Векторну функ-
цiю F (y, t) називають квазiмонотонно зростаючою щодо конуса
K, якщо за всiх i = 1, r i t ≥ t0 виконується умова

y
K
≤ z, yi = zi =⇒ Fi(y, t) ≤ Fi(z, t). (2.18)

Зокрема, якщо F (y, t) диференцiйована за компонентами y, то
умова (2.18) еквiвалентна спiввiдношенням

∂Fi(y, t)

∂yj
≥ 0, i ̸= j, i, j = 1, r, t ≥ t0.

Системи вигляду (2.17), що задовольняють умову (2.18), на-
зивають системами Важевського [82]. Конус K є iнварiантною
множиною даного класу систем. Стан y ≡ 0 системи (2.17) нази-
вають стiйким у конусi K, якщо для будь-яких ε > 0 i t0 ≥ 0

знайдеться таке δ = δ(ε, t0) > 0, що y(t)
K
≥ 0 i ∥y(t)∥ ≤ ε при

y0
K
≥ 0, ∥y0∥ ≤ δ i t ≥ t0. Якщо при цьому ∥y(t)∥ → 0 для деяко-

го δ > 0, то стан y ≡ 0 системи (2.17) асимптотично стiйкий в
конусi K.

Теорема 2.8 (В. М. Матросов [1]). Нехай iснує неперервно ди-
ференцiйована вектор-функцiя v(x, t) =

[
v1(x, t), ..., vr(x, t)

]⊤ та-
ка, що: 1) v(0, t) ≡ 0, t ≥ t0; 2) функцiя v0(x, t) = max

j
vj(x, t)

додатно визначена i допускає нескiнченно малу вищу межу при
x→ 0; 3) виконується конусна нерiвнiсть

v̇(x, t)
K
≤ F (v(x, t), t), t ≥ t0, (2.19)
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де F (y, t) — деяка квазiмонотонно зростаюча функцiя, v̇(x, t) —
похiдна векторної функцiї v(x, t) в силу системи (2.5) вигляду

v̇(x, t) =
∂v(x, t)

∂t
+

∥∥∥∥∂vi(x, t)∂xj

∥∥∥∥r,n
i,j=1

f(x, t).

Тодi зi стiйкостi (рiвномiрної асимптотичної стiйкостi)
стану y ≡ 0 системи (2.17) випливає стiйкiсть (рiвномiрна
асимптотична стiйкiсть) стану x ≡ 0 системи (2.5).

Якщо всi компоненти векторної функцiї v(x, t) невiд’ємно
визначенi та виконуються умови теореми 2.8, то для стiйкостi
(асимптотичної стiйкостi) стану x ≡ 0 системи (2.5) достатньо,
щоб стан y ≡ 0 системи Важевського (2.18) був стiйкий (асимпто-
тично стiйкий) в конусi K.

Для класу нелiнiйних автономних систем Важевського:

ẏ = F (y), v(0, t) ≡ 0, t ≥ t0, (2.20)

справедливе таке твердження.

Теорема 2.9 (А. А. Мартинюк, А. Ю. Оболенський [80]).
Стан y ≡ 0 системи Важевського (2.20) асимптотично стiй-
кий в конусi K тодi i лише тодi, коли сумiсна система конусних

нерiвностей F (y)
K
< 0 i y

K
> 0.

2.2 Критерiї стiйкостi лiнiйних систем

Розглянемо лiнiйну диференцiальну систему:

ẋ = A(t)x, t ≥ t0, (2.21)

де x ∈ Rn, A(t) — неперервна матрична функцiя. Властивостi
стiйкостi одного заданого розв’язку системи (2.21) еквiвалентнi
вiдповiдним властивостям стiйкостi всiх її розв’язкiв. Тому в твер-
дженнях про стiйкiсть розв’язкiв лiнiйних систем часто з метою
скорочення викладок використовують термiн “стiйкiсть системи”.
Наприклад, стверджується, що з експоненцiальної стiйкостi систе-
ми (2.21) у сенсi означення 2.3 випливає її асимптотична стiйкiсть.
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Якщо матриця A стала, то справедливе також зворотне тверджен-
ня. Для системи (2.21) використовується поняття експоненцiаль-
ної стiйкостi iз сильнiшими вимогами, нiж у означеннi 2.3.

Означення 2.5 Систему(2.21) називають експоненцiально
стiйкою, якщо кожний її розв’язок задовольняє двосторонню
оцiнку

γ1 ∥x0∥ e−α1(t−t0) ≤ ∥x(t)∥ ≤ γ2 ∥x0∥ e−α2(t−t0), t ≥ t0, (2.22)

де γ1, γ2, α1 i α2 — деякi додатнi числа.

Теорема 2.10 Система (2.21) є експоненцiально стiйкою то-
дi i лише тодi, коли для деякої неперервної симетричної матрицi
Y (t) iснує неперервно диференцiйований розв’язок X(t) матрич-
ного рiвняння

Ẋ(t) +A⊤(t)X(t) +X(t)A(t) = Y (t) (2.23)

i виконуються спiввiдношення

ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, −δ1In ≤ Y (t) ≤ −δ2In, t ≥ t0, (2.24)

де ε1, ε2, δ1 i δ2 — деякi додатнi числа.

Це твердження є наслiдком спiввiдношень (2.8) i теореми Мал-
кiна [79] про експоненцiальну стiйкiсть лiнiйних систем, сформу-
льованої в термiнах двох квадратичних форм. Спiввiдношення
(2.23) називають матричним диференцiальним рiвнянням Ляпу-
нова, розв’язок якого визначає квадратичну функцiю Ляпунова
v(x, t) = x⊤X(t)x.

Критерiй асимптотичної стiйкостi лiнiйної системи зi сталими
коефiцiєнтами

ẋ = Ax, t ≥ t0, (2.25)

формулюється в термiнах розв’язкiв матричного алгебричного
рiвняння Ляпунова:

A⊤X +XA = −Y. (2.26)
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Теорема 2.11 Система (2.25) асимптотично стiйка тодi i
лише тодi, коли для будь-якої матрицi Y = Y ⊤ > 0 iснує єдиний
розв’язок X = X⊤ > 0 рiвняння (2.26).

Наведемо спектральнi критерiї стiйкостi та асимптотичної стiй-
костi системи (2.25).

Теорема 2.12 Система (2.25) стiйка тодi i лише тодi, ко-
ли її спектр σ(A) розташований у замкненiй лiвiй пiвплощинi
C−, причому власним значенням матрицi A, розташованим на
уявнiй осi, вiдповiдають простi елементарнi дiльники. Система
(2.25) є асимптотично стiйкою тодi i лише тодi, коли матриця
A гурвiцева, тобто σ(A) ⊂ C−.

В умовах стiйкостi класу неавтономних лiнiйних систем (2.21)
роль спектра вiдiграє сукупнiсть усiх характеристичних показни-
кiв Ляпунова. Характеристичним показником скалярної функцiї
x(t) називають границю

χ[x] = lim
t→∞

1

t
ln |x(t)|, (2.27)

що може бути числом або ±∞. Характеристичними показниками
векторної та матричної функцiй є найбiльшi з характеристичних
показникiв їхнiх компонентiв. Фундаментальну матрицю систе-
ми (2.21)

Φ(t) =
[
x(1)(t), . . . , x(n)(t)

]
,

побудовану iз максимального числа лiнiйно незалежних розв’язкiв
x(i)(t), називають нормальною, якщо сума характеристичних по-
казникiв

∑n
i=1 χ[x

(i)(t)] є найменшою порiвняно з iншими фун-
даментальними матрицями цiєї системи. Множина всiх рiзних
скiнченних характеристичних показникiв системи утворює її
спектр. Спектр системи (2.21) з неперервною обмеженою n × n-
матрицею A(t) складається з m ≤ n характеристичних показникiв
α1 < α2 < · · · < αm.

Теорема 2.13 Для асимптотичної стiйкостi системи (2.21)
достатньо, щоб її максимальний характеристичний показник
αm був вiд’ємним.
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Для мiнiмального та максимального характеристичних показ-
никiв системи (2.21) виконуються оцiнки

α1 ≥ lim
t→∞

1

t

∫ t

t0

λmin(S(τ))dτ, αm ≤ lim
t→∞

1

t

∫ t

t0

λmax(S(τ))dτ,

де S(τ) =
1

2

[
A(τ) +A⊤(τ)

]
. Такi оцiнки випливають з нерiвностi

Важевського:

∥x(t0)∥ e

t∫
t0

λmin(S(τ))dτ

≤ ∥x(t)∥ ≤ ∥x(t0)∥ e

t∫
t0

λmax(S(τ))dτ

, (2.28)

яка виконується для будь-якого розв’яку x(t) системи (2.21).
Повний спектр системи (2.21) складається з n характеристич-

них показникiв з урахуванням кратностей. Кратнiсть ni характе-
ристичного показника αi дорiвнює кiлькостi стовпцiв деякої нор-
мальної фундаментальної матрицi з заданим характеристичним
показником.

Для системи (2.21) має мiсце нерiвнiсть Ляпунова:

µ =

m∑
i=1

niαi − lim
t→∞

1

t

∫ t

t0

trA(τ) dτ ≥ 0.

Якщо при цьому виконується рiвнiсть, то систему (2.21) назива-
ють правильною. Величину µ називають мiрою неправильностi
системи (2.21).

Iстотним доповненням до теорiї стiйкостi станiв нелiнiйних си-
стем за лiнiйним наближенням є наступний результат.

Теорема 2.14 (Х. Л. Массера [81]). Нехай виконуються такi
умови:

1) ∥φ(x, t)∥ ≤ β(t)∥x∥α, де α > 1, β(t) > 0 — функцiя з нульо-
вим характеристичним показником;

2) max
1≤i≤m

αi < −µ/(α− 1), де αi — характеристичнi показники

лiнiйної системи (2.21) з мiрою неправильностi µ.
Тодi стан x ≡ 0 квазiлiнiйної системи (2.10) асимптотично

стiйкий.
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Систему (2.21) називають звiдною, якщо iснує матриця Ляпу-
нова L(t) така, що внаслiдок перетворення Ляпунова y = L(t)x
отримують систему зi сталою матрицею Λ:

ẏ = Λy, L̇(t)L−1(t) + L(t)A(t)L−1(t) ≡ Λ.

Будь-яка лiнiйна система є правильною. Неперервно диференцiйо-
вана матриця L(t) є матрицею Ляпунова, якщо L(t) i L̇(t) обме-
женi i | detL(t)| ≥ c > 0 при t ≥ t0.

Система (2.21) є звiдною тодi i лише тодi, коли деяка її фун-
даментальна матриця подається у виглядi Φ(t) = L(t)etΛ, де
L(t)− матриця Ляпунова, Λ — стала матриця (теорема Єругiна).
Оскiльки перетворення Ляпунова лiнiйної системи не змiнює її
спектр, то спектр звiдної системи формують дiйснi частини влас-
них значень сталої матрицi Λ. Отже, лiнiйна система (2.21) стiйка
тодi i лише тодi, коли всi її характеристичнi показники αi ≤ 0,
причому нульовим значенням αi вiдповiдають простi елементарнi
дiльники матрицi Λ. Лiнiйна система (2.21) асимптотично стiйка
тодi i лише тодi, коли αi < 0, i = 1,m. Для системи (2.21) з непере-
рвною ω-перiодичною матрицею A(t) нормована фундаментальна
матриця має вигляд

Φ(t) = L(t) etΛ, L(t+ ω) ≡ L(t), Λ =
1

ω
lnΦ(ω), (2.29)

де L(t) — неперервна ω-перiодична невироджена матриця,
L(0) = In, ln — функцiя логарифма матрицi (теорема Флоке [27]).
При цьому Φ(t + ω) = Φ(t)Φ(ω), де Φ(ω) — матриця монодромiї
системи (2.21).

Власнi значення λi матрицi Λ називають характеристичними
показниками, а власнi значення ρi матрицi Φ(ω) — мультиплiка-
торами системи (2.21) з ω-перiодичною матрицею A(t). Число ρ є
мультиплiкатором системи (2.21) тодi i лише тодi, коли для деяко-
го її нетривiального розв’язку виконується умова x(t+ω) = ρx(t).

Матриця L(t) в (2.29) є матрицею Ляпунова. Згiдно з теоре-
мою Єругiна перiодична лiнiйна система є звiдною. Отже, систе-
ма (2.21) з ω-перiодичною матрицею A(t) стiйка тодi i лише тодi,
коли всi її мультиплiкатори ρi належать замкненому одинично-
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му кругу |ρ| ≤ 1, причому значенням |ρi| = 1 вiдповiдають про-
стi елементарнi дiльники матрицi монодромiї Φ(ω). Ця система
асимптотично стiйка тодi i лише тодi, коли |ρi| < 1, i = 1,m.

2.3 Диференцiальнi системи другого порядку

Багато фiзичних об’єктiв описуються у виглядi системи диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку:

C ẍ+B ẋ+Ax = 0, x ∈ Cn, t ≥ t0, (2.30)

де матричнi коефiцiєнти A, B i C розмiру n×n можуть бути функ-
цiями компонент векторiв узагальнених координат x та швидко-
стей ẋ, а також часу t. Систему (2.30) можна записати у виглядi

E ż =M z, z ∈ C2n, t ≥ t0. (2.31)

Тут

E =

[
In 0
0 C

]
, M =

[
0 In

−A −B

]
, z =

[
x
ẋ

]
.

Будуючи умови стiйкостi стану z ≡ 0 цiєї системи, викори-
стовують рiзнi припущення щодо матричних коефiцiєнтiв. Якщо
матриця C не залежить вiд t, то умови асимптотичної стiйкостi
стану z ≡ 0 системи (2.31) можна описати в термiнах матричних
нерiвностей (див. теорему 2.7).

Нехай система (2.30) є лiнiйною автономною й їй вiдповiдає
регулярна квадратична в’язка матриць

F (λ) = A+ λB + λ2C, det F (λ) ̸≡ 0, λ ∈ C.

Якщо виконуються спiввiдношення

TA+ UTB + U2TC = 0, rank
[
T,UT

]
= m, (2.32)

де U ∈ Cm×m i T ∈ Cm×n, то (U, T ) є лiвою власною парою в’язки
F (λ). Якщо m набуває максимально можливого значення, то та-
ка власна пара (U, T ) в’язки є максимальною. У цьому випадку
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спектр в’язки σ(F ) збiгається зi спектром матрицi U (див. пiдрозд.
1.3).

Спiввiдношення (2.32) виконуються, якщо

ZM = UZE, rankZ = m,

де Z =
[
TB + UTC, T

]
, (U,Z) — власна пара лiнiйної в’язки

матрицьM−λE, спектр якої збiгається з σ(F ). Матрицю Z можна
визначити як розв’язок системи рiвнянь:

MZE = EZM, Z = ZEZ.

Вона має таку структуру:

Z =

[
T1B + T2C T1

−T1A T2

]
.

При цьому множину лiвих пар квадратичної в’язки F (λ), що за-
довольняють перше спiввiдношення в (2.32), утворюють матрицi

U = ZM =

[
−T1A T2C
−T2A −T1A− T2B

]
, T =

[
T1
T2

]
.

Тут T1 i T2 — довiльний розв’язок алгебричної системи:

AT1B −BT1A = CT2A−AT2C,

AT1C − CT1A = CT2B −BT2C,

T1 = T1BT1 + T1CT2 + T2CT1,

T2 = T2CT2 − T1AT1.

Зокрема, розв’язок цiєї системи можна побудувати в iнтегрально-
му виглядi:

T1 =
1

2πi

∮
ω

F−1(λ)dλ, T2 =
1

2πi

∮
ω

λF−1(λ)dλ,

де ω — замкнений контур, що вiдокремлює деяку частину спектра
σ0(F ) ⊆ σ(U). Якщо матриця C невироджена, то можна покласти
T1 = 0 i T2 = C−1.
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Теорема 2.15 Нехай (U, T ) — максимальна лiва власна па-
ра квадратичної в’язки матриць F (λ). Диференцiальна система
(2.30) асимптотично стiйка тодi i лише тодi, коли для деякої
матрицi Y = Y ∗ > 0 рiвняння U∗X + XU = −Y має розв’язок
X = X∗ > 0. При цьому v(z) = z∗R∗XRz є функцiєю Ляпуно-
ва, яка на нетривiальних розв’язках системи задовольняє умови

v(z) > 0 i
dv(z)

dt
= −z∗R∗Y Rz < 0, де R =

[
TB + UTC, TC

]
.

Сформулюємо коефiцiєнтнi умови стiйкостi та асимптотичної
стiйкостi системи (2.30) на основi ЛМН щодо X1 = X∗

1 , X2 = X∗
2

i V :

X =

[
X1 V
V ∗ X2

]
> 0, −M∗XE − E∗XM = Y ≥ 0 (> 0). (2.33)

Матриця Y в (2.33) має таку структуру:

Y =

[
A∗V ∗ + V A −X1 +A∗X2C + V B

−X1 + C∗X2A+B∗V ∗ B∗X2C + C∗X2B − V C − C∗V ∗

]
.

Спiввiдношення (2.33) при Y > 0 є критерiєм асимптотичної стiй-
костi системи (2.30).

Поклавши в (2.33) X1 = V CV ∗ + H, X2 = C−1 i
V = (B − U)∗C−1 та застосувавши лему Шура до блокових мат-
риць X i Y , отримаємо таке твердження.

Теорема 2.16 Нехай C = C∗ > 0 та iснують матрицi U i
H = H∗ > 0 такi, що

U +U∗ > 0, A∗C−1(B−U)+ (B−U)∗C−1A ≥W (> W ), (2.34)

де W = (L−H)∗(U +U∗)−1(L−H), L = A+U∗C−1(B −U). Тодi
диференцiальна система (2.30) стiйка (асимптотично стiйка).
При цьому v(z) = z∗Zz є функцiєю Ляпунова системи, де

Z =

[
(B − U)∗C−1(B − U) +H (B − U)∗

B − U C

]
.
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На пiдставi теореми 2.16 можна сформулювати рiзнi коефi-
цiєнтнi умови стiйкостi та асимптотичної стiйкостi системи (2.30),
що вiдповiдають додатковим обмеженням на невiдомi матрицi U
i H [4, 8]. Зокрема, поклавши

U = θB, H =
γ

2
(A+A∗) + δB∗C−1B, δ = θ(1− θ), 0 < θ < 1,

i враховуючи, що

0 < δ ≤ 1

4
, α+ β =

1√
δ
≥ 2, α =

γ

2
√
δ
, β =

2− γ

2
√
δ
,

маємо таке твердження.

Наслiдок 2.2 Якщо для деяких α, β ∈ R при α + β ≥ 2 вико-
нуються матричнi нерiвностi

C = C∗ > 0, B +B∗ > 0, B∗C−1B + α(α+ β)(A+A∗) > 0,

A∗C−1B +B∗C−1A− (αA− βA∗)(B +B∗)−1(αA∗ − βA) ≥ 0 (> 0),

то система (2.30) стiйка (асимптотично стiйка).

У цьому твердженнi видiлимо випадок β = 2− α.

Наслiдок 2.3 Нехай для деякого α ∈ R виконуються мат-
ричнi нерiвностi

C = C∗ > 0, B +B∗ > 0, B∗C−1B + 2α(A+A∗) > 0, (2.35)

Γ(α) = α2P + αR+Q ≤ 0 (< 0), (2.36)

де
P = (A+A∗)(B +B∗)−1(A+A∗),

R = −2(A+A∗)(B +B∗)−1A− 2A∗(B +B∗)−1(A+A∗),

Q = 4A∗(B +B∗)−1A−A∗C−1B −B∗C−1A.

Тодi система (2.30) стiйка (асимптотично стiйка).
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Означення 2.6 Квадратичну в’язку матриць
Γ(α) = α2P +αR+Q, де P = P ∗ > 0, R = R∗ i Q = Q∗, називають
гiперболiчною, майже гiперболiчною та елiптичною, якщо вiдпо-
вiдно ω(x) > 0, ω(x) ≥ 0 i ω(x) < 0 для будь-якого вектора x ̸= 0,
де ω(x) = (x∗Rx)2 − 4x∗Pxx∗Qx.

Лема 2.1 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) квадратична в’язка матриць Γ(α) є гiперболiчною (майже

гiперболiчною);
2) iснує α ∈ R, для якого Γ(α) < 0

(
Γ(α) ≤ 0

)
;

3) Γ(α) має дiйснi власнi значення α1 ≤ · · · ≤ α2n i Γ(α) < 0
(Γ(α) ≤ 0) при αn < α < αn+1 (αn ≤ α ≤ αn+1).

Якщо матриця A+A∗ невироджена, то за умови (2.36) наслiдку
2.3 квадратична в’язка матриць Γ(α) є майже гiперболiчною (гi-
перболiчною). Упорядкуємо всi власнi значення такої в’язки мат-
риць: α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn ≤ αn+1 ≤ · · · ≤ α2n.

Наслiдок 2.4 Нехай виконуються умови

A+A∗ > 0, B +B∗ > 0, C = C∗ > 0.

Тодi система (2.30) стiйка (асимптотично стiйка), якщо

Γ(α) ≤ 0, 0 ≤ αn ≤ α ≤ αn+1

(
Γ(α) < 0, 0 ≤ αn < α < αn+1

)
.

Якщо
A+A∗ < 0, B +B∗ > 0, C = C∗ > 0,

то для стiйкостi (асимптотичної стiйкостi) системи достат-
ньо, щоб

Γ(α) ≤ 0, αn ≤ α ≤ αn+1 ≤ 0
(
Γ(α) < 0, αn < α < αn+1 ≤ 0

)
.

Зазначимо, що для класу систем (2.30), що описують механiчнi
об’єкти, C = C∗ > 0 — матриця iнерцiї, B = D + G — матри-
ця дисипативних та гiроскопiчних сил, а A = K + S — матриця
потенцiйних i неконсервативних сил, причому D = D∗, K = K∗,
G = −G∗, S = −S∗. Твердження теореми 2.16 та її наслiдкiв мож-
на сформулювати з урахуванням таких властивостей матричних
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коефiцiєнтiв системи (2.30). Наприклад, у наслiдках 2.2 i 2.3 слiд
врахувати, що A+A∗ = 2K i B +B∗ = 2D.

Розглянемо систему (2.30) з невизначеними матричними кое-
фiцiєнтами

A ∈ Co
{
A1, . . . , Aν1

}
, B ∈ Co

{
B1, . . . , Bν2

}
, (2.37)

C ∈ Co
{
C1, . . . , Cν3

}
. (2.38)

Система (2.30) робастно стiйка щодо множин невизначеностей
(2.37) i (2.38), якщо вона асимптотично стiйка за будь-яких зна-
чень матричних коефiцiєнтiв iз заданих множин. Згiдно з (2.33)
система (2.30) робастно стiйка щодо невизначеностей (2.37) i
(2.38), якщо сумiсна система ЛМН

X > 0, M∗
ijXEk + E∗

kXMij < 0, i = 1, ν1, j = 1, ν2, k = 1, ν3,

де

Ek =

[
In 0
0 Ck

]
, Mij =

[
0 In

−Ai −Bj

]
.

З теореми 2.16 та її наслiдкiв випливають достатнi умови ро-
бастної стiйкостi системи (2.30) за фiксованої матрицi C. Зокрема,
маємо таке твердження.

Теорема 2.17 Нехай для деяких α, β ∈ R при α+ β ≥ 2 вико-
нується система матричних нерiвностей

C = C∗ > 0, Bj +B∗
j > 0, α(Ai +A∗

i ) ≥ 0,

A∗
iC

−1Bj +B∗
jC

−1Ai > (αAi − βA∗
i )(Bj +B∗

j )
−1(αA∗

i − βAi),

i = 1, ν1, j = 1, ν2.

Тодi система (2.30) робастно стiйка щодо невизначеностей
(2.37).

Видiлимо достатнi умови робастної стiйкостi системи (2.30) що-
до невизначеностей (2.37), якi вiдповiдають випадкам β = 2 − α
при α ∈ {0, 1,−1}:

C = C∗ > 0, Bj +B∗
j > 0, Γij(0) < 0;
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C = C∗ > 0, Bj +B∗
j > 0, Ai +A∗

i ≥ 0, Γij(1) < 0;

C = C∗ > 0, Bj +B∗
j > 0, Ai +A∗

i ≤ 0, Γij(−1) < 0;

де i = 1, ν1, j = 1, ν2. Тут Γij(α) — гiперболiчнi квадратичнi в’язки
матриць вигляду (2.36) при A = Ai та B = Bj . Тому умови ро-
бастної стiйкостi системи (2.30) щодо невизначеностей (2.37) мож-
на також сформулювати в термiнах середнiх власних значень цих
квадратичних в’язок матриць (див. наслiдок 2.4).

2.4 Робастна абсолютна стiйкiсть лiнiйних систем iз
запiзненням

Розглянемо систему диференцiально-рiзницевих рiвнянь запiзню-
вального типу:

A0 x(t) +A1
dx(t)

dt
+A2 x(t− τ1) + · · ·+As x(t− τs−1) = 0, (2.39)

де A0, . . . , As — сталi n × n-матрицi, τi ≥ 0 — параметри сталих
запiзнень, x(θ) = x0(θ), t0 − τ ≤ θ ≤ t0, 0 ≤ t0 ≤ t, τ = max

i
τi,

i = 1, s− 1.
Нульовий розв’язок системи (2.39) називають стiйким за Ля-

пуновим, якщо для будь-якого ε > 0 iснує таке δ = δ(ε, t0) > 0,
що ∥x(t)∥ < ε при t > t0, ∥x(θ)∥ < δ i t0 − τ ≤ θ ≤ t0. Нульо-
вий розв’язок системи (2.39) називають асимптотично стiйким,
якщо вiн стiйкий за Ляпуновим i ∥x(t)∥ → 0 при t → ∞. Зада-
ча про абсолютну стiйкiсть системи (2.39) полягає в побудовi
умов, що накладаються на матричнi коефiцiєнти, за яких нульо-
вий розв’язок асимптотично стiйкий за будь-яких сталих значень
запiзнень τi ≥ 0, i = 1, s− 1.

Лема 2.2 Для асимптотичної стiйкостi системи (2.39)
необхiдно i достатньо, щоб усi власнi значення матричного ква-
зiполiнома

F (λ) = A0 + λA1 + e−λτ1A2 + . . .+ e−λτs−1As

мали вiд’ємнi дiйснi частини.
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Iз леми 2.2 та [131, теорема 2.7.2] випливає таке твердження.

Теорема 2.18 Якщо ермiтовi матрицi X, Y , Q i G задоволь-
няють спiввiдношення

A0XA1
∗ +A1XA0

∗ + C(G⊗X)C∗ = Y, (2.40)

BXB∗ ≥ 0, Y ≥ CQC∗, (2.41)

gλ
∗H−1gλ ≥ γ, λ ∈ C+

, (2.42)

де Q > 0, H < 0, gλ = h−
[
e−τ1λ, . . . , e−τs−1λ

]⊤,

B∗ =
[
A1

∗, . . . , As
∗ ], C =

[
A1, . . . , As

]
, G =

[
γ h∗

h H

]
,

то нульовий розв’язок системи (2.39) асимптотично стiйкий.

У разi дiагональної матрицi G маємо достатнi умови абсолют-
ної стiйкостi системи (2.39).

Теорема 2.19 Якщо виконуються спiввiдношення (2.41) i

A0XA1
∗ +A1XA0

∗ +
s∑
i=1

γiAiXAi
∗ = Y, (2.43)

де γ1 = 1/γ2 + . . . + 1/γs, γi < 0, i = 1, s, то система (2.39)
абсолютно стiйка.

Розглянемо систему (2.39) з невизначеними матричними кое-
фiцiєнтами

Ai ∈ Co
{
Ai1, . . . , Aiαi

}
, i = 0, s. (2.44)

Система (2.39) є робастно абсолютно стiйкою, якщо її нульовий
розв’язок абсолютно стiйкий за будь-яких значень матричних ко-
ефiцiєнтiв iз заданих множин.

На пiдставi теореми 2.19 та леми 1.21 маємо таке твердження.

Теорема 2.20 Якщо для деякої матрицi X = X∗ > 0 та дея-
ких чисел γi < 0 виконується система ЛМН:

A0k0XA
∗
1k1+A1k1XA

∗
0k0+

s∑
i=1

γiAikiXA
∗
iki
> 0, ki = 1, αi, i = 0, s,

де γ1 = 1/γ2 + . . . + 1/γs, то система (2.39) з невизначеними
коефiцiєнтами (2.44) робастно абсолютно стiйка.
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2.5 Робастна стiйкiсть у середньому квадратичному
стохастичних систем типу Iто

Розглянемо систему стохастичних диференцiальних рiвнянь Iто:

dx(t) =
[
Adt+

s∑
i=1

Bi dwi(t)
]
x(t), x(t0) = x0, t ≥ t0, (2.45)

де A,Bi — сталi n×n-матрицi, wi — компоненти s-вимiрного стан-
дартного вiнерiвського процесу, для якого

M{dw(t)} = 0, M{dw(t)dw∗(t)} = Is dt.

Тут M — символ математичного сподiвання.
Нульовий розв’язок системи (2.45) називають асимптотично

стiйким у середньоквадратичному , якщо для будь-якого ε > 0
iснує таке δ > 0, що при t ≥ t0 умовне математичне сподiвання
будь-якого розв’язку x(t) задовольняє спiввiдношення

M
{
∥x(t)∥

∣∣ ∥x0∥ < δ
}
< ε, lim

t→∞
M

{
∥x(t)∥

∣∣ ∥x0∥ < δ
}
= 0.

Вивчаючи умови стiйкостi в середньоквадратичному системи
(2.45), використовують функцiї Ляпунова v(x) = x∗Xx, де X−
шукана додатно визначена матриця. Математичне сподiвання по-
хiдної функцiї v(x) в силу системи (2.45) подається у виглядi

M

{
dv

dt

}
= x(t)∗

(
A∗X +XA+

s∑
i=1

Bi
∗XBi

)
x(t).

З другого методу Ляпунова для стохастичних систем виплива-
ють наступнi алгебричнi умови асимптотичної стiйкостi в серед-
ньоквадратичному системи (2.45).

Теорема 2.21 Якщо для деякої матрицi Y = Y ∗ > 0 рiвняння

−A∗X −XA−
s∑
i=1

Bi
∗XBi = Y (2.46)

має розв’язок X = X∗ > 0, то нульовий розв’язок системи (2.45)
асимптотично стiйкий в середньоквадратичному.
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Розглянемо систему (2.45) з невизначеними матричними кое-
фiцiєнтами

A ∈ Co
{
A1, . . . , Aα

}
, Bi ∈ Co

{
Bi1, . . . , Biβi

}
, i = 1, s. (2.47)

Система (2.45) є робастно стiйкою в середньоквадратичному ,
якщо її нульовий розв’язок асимптотично стiйкий в середньоквад-
ратичному за будь-яких значень матричних коефiцiєнтiв (2.47). Iз
теореми 2.21 та леми 1.21 випливає таке твердження.

Теорема 2.22 Якщо для деякої матрицi X = X∗ > 0 вико-
нується система ЛМН:

A∗
kX +XAk +

s∑
i=1

B∗
iki
XBiki < 0, k = 1, α, ki = 1, βi, i = 1, s,

то система (2.45) з невизначеними коефiцiєнтами (2.47) робаст-
но стiйка в середньоквадратичному.

2.6 Умови стiйкостi лiнiйних систем у термiнах
функцiй слiду

Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

E ẋ = Ax, x ∈ Rn, (2.48)

де E i A — дiйснi матрицi розмiру n× n. Сформулюємо критерiй
асимптотичної стiйкостi системи (2.48), використовуючи функцiю
матричного слiду µ(A) = (trA)2 − ν trA2 (див. пiдрозд. 1.7). При-
пускатимемо, що матриця E невироджена i параметр ν = n− 1.

Теорема 2.23 Система (2.48) асимптотично стiйка тодi i
лише тодi, коли для деякої матрицi X = X⊤ > 0 виконуються
нерiвностi

tr (AXE⊤) < 0, µ(AXE⊤ + EXA⊤) > 0. (2.49)
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Доведення. У разi невиродженої матрицi E система (2.48)
асимптотично стiйка тодi i лише тодi, коли для будь-якої мат-
рицi Y = Y ⊤ < 0 iснує єдиний розв’язок X = X⊤ > 0 матричного
рiвняння Ляпунова

AXE⊤ + EXA⊤ = Y. (2.50)

Якщо матриця X = X⊤ > 0 задовольняє умови (2.49), то для
матрицi Y вигляду (2.50) виконуються умови вiд’ємної визначе-
ностi в наслiдку 1.3 i, отже, система (2.48) асимптотично стiйка.
Навпаки, якщо система (2.48) асимптотично стiйка, то iснує мат-
риця X = X⊤ > 0, що задовольняє умови (2.49). Справдi, мно-
жина симетричних вiд’ємно визначених матриць Y , що задоволь-
няють нерiвнiсть µ(Y ) > 0, непуста. Наприклад, можна покласти
Y = αIn, α < 0. При цьому

tr (AXE⊤)=
nα

2
< 0, µ(AXE⊤+ EXA⊤) = (nα)2− νnα2=nα2> 0,

де X = X⊤ > 0 — розв’язок рiвняння (2.50), тобто виконуються
нерiвностi (2.49). 2

Розглянемо лiнiйну систему керування:

Eẋ = Ax+Bu, y = Cx, u = Ky, (2.51)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування
та вимiрюваного виходу системи, E, A, B, C i K — сталi матрицi
вiдповiдних розмiрiв. Замкнена система має вигляд

Eẋ = (A+BKC)x. (2.52)

Теорема 2.24 Нехай для деяких матриць K0 i X = X⊤ > 0
виконуються умови

tr(A0XE
⊤) < 0, µ(A0XE

⊤ + EXA⊤
0 ) > 0, (2.53)

де A0 = A+BK0C. Тодi для будь-якої матрицi коефiцiєнтiв зво-
ротного зв’язку K = K0 + K̃ такої, що

tr(BK̃CXE⊤) ≤ 0, µ(BK̃CXE⊤ + EXC⊤K̃⊤B⊤) ≥ 0, (2.54)

замкнена система (2.52) асимптотично стiйка. При цьому
v(x) = x⊤X−1x є спiльною функцiєю Ляпунова системи для вiд-
повiдної множини стабiлiзовних керувань.
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Доведення. Замкнена система (2.52) приK = K0+K̃ асимпто-
тично стiйка, якщо для деякої матрицi X = X⊤ > 0 виконується
матрична нерiвнiсть Y0 + Y1 = Y < 0, де

Y0 = A0XE
⊤ + EXA⊤

0 , Y1 = BK̃CXE⊤ + EXC⊤K̃⊤B⊤,

що забезпечує вiд’ємну визначенiсть похiдної функцiї
v(x) = x⊤X−1x в силу системи. Покажемо, що нерiвнiсть
µ(Y0+Y1) > 0 є наслiдком спiввiдношень tr Y0 tr Y1 ≥ 0, µ(Y0) > 0
i µ(Y1) ≥ 0. Справдi,

[tr(Y0 + Y1)]
2 = (trY0 + trY1)

2 = (trY0)
2 + (trY1)

2 + 2trY0 trY1 >

> ν trY 2
0 + ν trY 2

1 + 2ν
√
trY 2

0 trY 2
1 ≥

≥ ν [trY 2
0 + trY 2

1 + 2|tr(Y0Y1)|] ≥ ν tr(Y0 + Y1)
2,

тобто µ(Y0 + Y1) > 0. Тут використано також нерiвнiсть Кошi—
Буняковського для симетричних матриць [20]:

|tr (Y0Y1)|2 ≤ tr Y 2
0 trY 2

1 .

Отже, за теоремою 2.23 умови (2.53) та (2.54) забезпечують
асимптотичну стiйкiсть замкненої системи (2.52). 2

Зазначимо, що для системи (2.48) за умови регулярностi
det(A−λE) ̸≡ 0 можна сформулювати критерiї та достатнi умови
асимптотичної стiйкостi в термiнах функцiй слiду деяких мат-
риць, використовуючи наслiдок 1.3 та систему ЛМН

AXE⊤ + EXA⊤ + EY E⊤ ≤ 0, EXE⊤ ≥ 0. (2.55)

При цьому матриця E може бути виродженою. Якщо для деяких
матриць X = X⊤ i Y = Y ⊤ > 0 виконуються ЛМН (2.55), то
система (2.48) асимптотично стiйка (див. пiдрозд. 1.4).



Роздiл 3

Стабiлiзацiя та оптимiзацiя лiнiйних
систем

У цьому роздiлi розглядається клас лiнiйних систем керування
зi зворотним зв’язком за вимiрюваним виходом. Припускається,
що вихiд системи формується у виглядi лiнiйних комбiнацiй век-
торiв фазових змiнних i керування. При цьому зовнiшнi збурення
в рiвняннях руху системи та її виходу не враховуються.

3.1 Статичний зворотний зв’язок

Розглянемо лiнiйну систему керування:

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, (3.1)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керу-
вання (входу) i спостережуваного (вимiрюваного) виходу об’єкта,
A ∈ Rn×n — матриця коефiцiєнтiв системи, B ∈ Rn×m — матриця
входу, C ∈ Rl×n — матриця виходу за станом i D ∈ Rl×m — мат-
риця виходу за керуванням (матриця обходу), що визначає пряму
залежнiсть виходу вiд входу. Припускатимемо, що матрицi B i C
мають повний ранг:

rankB = m, rankC = l. (3.2)

Блок-схему такої системи керування наведено на рис. 3.1. Її
особливiстю є можливiсть використання у зворотному зв’язку ви-
мiрювань лiнiйних комбiнацiй як вектора стану системи, так i ке-
рування.

Керування u в системi (3.1) будуємо у виглядi лiнiйного зво-
ротного зв’язку за виходом:

u = Ky, (3.3)

96
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Рис. 3.1. Блок-схема системи керування

де K — матриця коефiцiєнтiв пiдсилення розмiру m × l. Одна iз
основних задач для системи (3.1) (задача стабiлiзацiї) полягає
у знаходженнi матрицi K, за якої замкнена система (3.1), (3.3)
асимптотично стiйка.

Розв’язуючи задачу стабiлiзацiї системи (3.1), будемо вико-
ристовувати ортогональнi доповнення та псевдооберненi матри-
цi матричних коефiцiєнтiв B i C, якi за умов (3.2) визначаються
спiввiдношеннями

B⊤B⊥ = 0, det
[
B,B⊥ ]

̸= 0, B+ = (B⊤B)−1B⊤, (3.4)

C⊥C⊤ = 0, det
[
C⊤, C⊥⊤ ]

̸= 0, C+ = C⊤(CC⊤)−1. (3.5)

Застосовуючи матрицю B⊥ (C⊥), припускаємо, що m < n (l < n).

3.1.1 Зворотний зв’язок за станом

Нехай у системi (3.1) C = In i D = 0. У цьому випадку спостере-
жуваним виходом системи є вектор x, а керування u визначається
у виглядi лiнiйного зворотного зв’язку за станом:

ẋ = Ax+Bu, u = Kx. (3.6)

Пару матриць (A,B) називають стабiлiзовною, якщо iснує
матриця K ∈ Rm×n, для якої замкнена система

ẋ =Mx, M = A+BK, (3.7)

асимптотично стiйка. Множину таких матриць зворотного зв’язку
K позначимо як K(A,B).
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Достатньою умовою стабiлiзовностi пари (A,B) є її властивiсть
керованостi , яка еквiвалентна кожнiй з умов

rank
[
B,AB, . . . , An−1B

]
= n, (3.8)

rank
[
A− λIn, B

]
= n, λ ∈ σ(A). (3.9)

Рiвнiсть (3.8) є критерiєм керованостi Калмана системи (3.6), а
умова (3.9) рiвносильна керованостi спектра цiєї системи. Якщо
рiвнiсть (3.9) виконується на спектрi σ(A), то вона виконується
також всюди в площинi C.

Наведемо критерiї стабiлiзовностi системи (3.6).

Теорема 3.1 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) пара (A,B) стабiлiзовна, тобто K(A,B) ̸= ∅;
2) iснують матрицi X = X⊤ > 0 i Z, для яких

AX +XA⊤ +BZ + Z⊤B⊤ < 0, (3.10)

при цьому
K = ZX−1 ∈ K(A,B); (3.11)

3) iснує матриця X = X⊤ > 0, для якої

AX +XA⊤ < 2BB⊤, (3.12)

при цьому
K = −γB⊤X−1 ∈ K(A,B), γ ≥ 1; (3.13)

4) iснує матриця X = X⊤ > 0, для якої

B⊥⊤(AX +XA⊤)B⊥ < 0, (3.14)

при цьому
K = −γB⊤X−1 ∈ K(A,B), γ ≥ γ0, (3.15)

де γ0 > 0 — деяке число;
5) якщо λ ∈ σ(A) i Reλ ≥ 0, то

rank
[
A− λIn, B

]
= n. (3.16)

При виконаннi одного iз тверджень 2—4 квадратична форма
v(x) = x⊤X−1x є функцiєю Ляпунова для замкненої системи
(3.7).
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Доведення. Очевидно, що 1 ⇒ 2, оскiльки нелiнiйна щодо
X = X⊤ > 0 i K матрична нерiвнiсть Ляпунова:

Y = (A+BK)X +X(A+BK)⊤ < 0, (3.17)

яка еквiвалентна асимптотичнiй стiйкостi системи (3.7), за умови
(3.11) набуває вигляду ЛМН (3.10). Зокрема, при Z = −B⊤ маємо
нерiвнiсть (3.12), тобто 2 ⇒ 3. При цьому кожна матриця (3.13)
задовольняє нерiвнiсть (3.17).

Помноживши спiввiдношення (3.12) злiва та справа вiдповiд-
но на B⊥⊤ i B⊥, отримаємо нерiвнiсть (3.14), тобто 3 ⇒ 4. При
цьому iснує γ0 > 0 таке, що кожна матриця (3.15) задовольняє
нерiвнiсть (3.17). Дiйсно, використовуючи невироджену матрицю
T =

[
B+⊤, B⊥], перетворимо спiввiдношення (3.17):

T⊤Y T =

[
B+LB+⊤ − 2γIn B+LB⊥

B⊥⊤LB+⊤ S

]
< 0,

де L = AX + XA⊤, S = B⊥⊤LB⊥. Це спiввiдношення за лемою
Шура еквiвалентне двом нерiвностям

S < 0, H = B+(L− LB⊥S−1B⊥⊤L)B+⊤ < 2γIn.

Тут перша нерiвнiсть збiгається з (3.14), а друга виконується при
γ > γ0 = λmax(H)/2. Отже, 4 ⇒ 1.

У випадку виконання одного зi спiввiдношень (3.10), (3.12) або
(3.14) при X = X⊤ > 0 квадратична форма v(x) = x⊤X−1x є
функцiєю Ляпунова для замкненої системи (3.7), оскiльки її по-
хiдна в силу системи з урахуванням (3.17) v̇(x) = x⊤Wx < 0 при
x ̸= 0, де W =M⊤X−1 +X−1M = X−1Y X−1 < 0.

Покажемо, що 3 ⇒ 5. Нехай q∗ ̸= 0 — лiвий власний вектор
матрицi A, що вiдповiдає її власному значенню λ ∈ σ(A) i Reλ ≥ 0.
Тодi згiдно з (3.12) маємо

0 ≤ q∗(AX +XA⊤)q = 2Reλ q∗Xq < 2∥q∗B∥2, q∗B ̸= 0.

Для будь-якого iншого вектора q∗ ̸= 0 виконується нерiвнiсть
q∗(A − λIn) ̸= 0. Отже, q∗

[
A − λIn, B

]
̸= 0 ∀q ∈ Cn, що еквi-

валентно умовi (3.16).
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Нарештi покажемо, що 5 ⇒ 1. Наведемо декомпозицiю Калма-
на некерованої системи (3.6) [43]:

ż1 = A1z1 +A3z2 +B1u, ż2 = A2z2. (3.18)

Тут

x = Gz =

[
z1
z2

]
, G−1AG =

[
A1 A3

0 A2

]
, G−1B =

[
B1

0

]
,

G — деяка невироджена матриця, z1 ∈ Rr, z2 ∈ Rn−r,
r = rank

[
B,AB, . . . , An−1B

]
. При цьому σ(A) = σ(A1) ∪ σ(A2)

i пiдмножина спектра σ(A2) некерована. Оскiльки пара (A1, B1)
керована, то система (3.18) стабiлiзовна тодi i лише тодi, коли
σ(A2) ⊆ C−. Така спектральна властивiсть системи (3.18) випли-
ває iз твердження 5, оскiльки умова (3.16) з урахуванням деком-
позицiї (3.18) набуває вигляду

rank

[
A1 − λIr A3 B1

0 A2 − λIn−r 0

]
= n,

де блок A2 − λIn−r має бути невиродженим при λ ∈ C+. 2

Властивiсть керованостi (3.9) є посиленням вимоги стабiлiзов-
ностi (3.16). Зiставляючи умови (3.9) i (3.16), бачимо, що для ке-
рованостi пари матриць (A,B) необхiдно i достатньо, щоб оби-
двi пари матриць (A,B) i (−A,B) були стабiлiзовними (див. та-
кож [114]).

Iз тверджень 2—4 теореми 3.1 випливають досить ефектив-
нi способи знаходження стабiлiзовної матрицi зворотного зв’язку
K ∈ K(A,B), що базуються на розв’язаннi ЛМН (3.10), (3.12) i
(3.14). Умови сумiсностi цих нерiвностей збiгаються i еквiвалент-
нi стабiлiзовностi пари (A,B). Переваги використання нерiвностi
(3.14) порiвняно з (3.10) i (3.12) очевиднi, якщо враховувати роз-
мiри вiдповiдних матричних виразiв. Проте в разi використання
нерiвностi (3.14) коефiцiєнт γ в (3.15) може бути досить великим,
а його точне оцiнювання є складним. Тому в цьому випадку до-
цiльно розв’язувати послiдовно двi ЛМН (3.14) i (3.17). Зазначи-
мо також, що згiдно з твердженням 2 теореми 3.1 множина всiх
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стабiлiзовних матриць зворотного зв’язку за станом описується в
термiнах ЛМН:

K(A,B) =
{
ZX−1 : AX+XA⊤+BZ+Z⊤B⊤ < 0, X = X⊤ > 0

}
.

Якщо в теоремi 3.1 замiсть A використовувати вираз
Aα = A + αIn при α ≥ 0, то кожне з тверджень 2—5 є критерiєм
стабiлiзовностi системи (3.6) зi спектральним запасом ε > α, тобто
досягнення її α-стiйкостi.

3.1.2 Зворотний зв’язок за виходом

Розглянемо систему керування (3.1) при D = 0:

ẋ = Ax+Bu, y = Cx, u = Ky. (3.19)

Двоїстою властивiстю стабiлiзовностi системи є детектов-
нiсть. Пару матриць (A,C) називають детектовною, якщо па-
ра (A⊤, C⊤) стабiлiзовна. Достатньою умовою детектовностi пари
(A,C) є її властивiсть спостережуваностi , що еквiвалентна кож-
нiй iз умов

rank


C
CA
...

CAn−1

 = n. (3.20)

rank

[
A− λIn

C

]
= n, λ ∈ σ(A). (3.21)

Рiвнiсть (3.20) є критерiєм спостережуваностi Калмана системи
(3.19), а умова (3.21) рiвносильна спостережуваностi спектра
цiєї системи.

Трiйку матриць (A,B,C) називають стабiлiзовною, якщо iснує
матриця K, для якої замкнена система

ẋ =Mx, M = A+BKC (3.22)

є асимптотично стiйкою. Нехай K(A,B,C) — множина таких мат-
риць K.
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Наступне твердження дає методику розподiлу спектра систе-
ми (3.22) щодо уявної осi i, зокрема, метод пошуку стабiлiзовних
матриць K ∈ K(A,B,C).

Лема 3.1 Iснує матриця K, для якої спектр σ(M) скла-
дається з p i q точок у вiдповiдних пiвплощинах C− i C+, тодi
i лише тодi, коли можна розв’язати щодо X = X⊤ систему
спiввiдношень

B⊥⊤(AX +XA⊤)B⊥ < 0, (3.23)

i(X) = {p, q, 0}, i(H) = {l,m, 0}, (3.24)

де

H =

[
H0 H⊤

1

H1 H2

]
,

H0=B
+(L− LRL)B+⊤, H1=CX(In −RL)B+⊤, H2=−CXRXC⊤,

L = AX +XA⊤, R = B⊥S−1B⊥⊤, S = B⊥⊤LB⊥.

За умов (3.23) i (3.24) матрицю K можна визначити,
розв’язуючи одну iз еквiвалентних матричних нерiвностей

H0 +KH1 +H⊤
1 K

⊤ +KH2K
⊤ < 0, (3.25)

AX +XA⊤ +BKCX +XC⊤K⊤B⊤ < 0. (3.26)

Доведення. За теоремою iнерцiї [140] матриця M має p i q
(p + q = n) власних значень з урахуванням кратностей у вiдпо-
вiдних пiвплощинах C− i C+ лише тодi, коли матрична нерiвнiсть
(3.26) має розв’язок X = X⊤ з iнерцiєю i(X) = {p, q, 0}. Якщо
p = n, то σ(M) ⊂ C−.

Нехай матричну нерiвнiсть (3.26) можна розв’язати щодо
X = X⊤ i K. Покажемо, що виконуються спiввiдношення (3.23) i
(3.24). Застосовуючи лему Шура до блокової матрицi T⊤Y T < 0,
де

Y =AX +XA⊤+BKCX +XC⊤K⊤B⊤, T =
[
B+⊤, B⊥], detT ̸= 0,

маємо систему нерiвностей

S < 0, Y1 = H0 +KH1 +H⊤
1 K

⊤ +KH2K
⊤ < 0, (3.27)
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яка еквiвалентна (3.26). Iнерцiї матриць H i[
Im K
0 Il

]
H

[
Im 0
K⊤ Il

]
=

[
Y1 H⊤

3

H3 H2

]
збiгаються, тому згiдно з (1.12) для iндексiв iнерцiї блокових мат-
риць маємо i±(H) = i±(Y1) + i±(H4), де H4 = H2 − H3Y

−1
1 H⊤

3 ,
H3 = H1 + H2K

⊤. За умов (3.27), враховуючи структуру блокiв
матрицi H, отримаємо i−(H) = m i

i+(H) = i+(H4) = rank
[
CXB⊥, H3

]
= rank(CXTΨ) = l,

де Ψ — невироджена матриця вигляду

Ψ =

[
0 Im

In−m −S−1B⊥⊤(XC⊤K⊤ + LB+⊤)

]
.

Покажемо, що за умов (3.23) i (3.24) матричнi нерiвностi (3.25)
i (3.26) можна розв’язати щодо K. Використовуючи спектральний
розклад невиродженої симетричної матрицi H, маємо

H =

[
U1

U2

] [
U⊤
1 U⊤

2

]
−
[
V1
V2

] [
V ⊤
1 V ⊤

2

]
,

rank

[
U1

U2

]
= l, rank

[
V1
V2

]
= m.

При цьому detU2 ̸= 0. Дiйсно, U2U
⊤
2 −V2V ⊤

2 = H2 ≥ 0 i V2 = U2G,
де G — деяка l ×m–матриця така, що GG⊤ ≤ Il (див. лему 8.1).
Але тодi rank

[
U2, V2

]
= rankU2 = l.

Покажемо, що iснує така матриця K, що det (V1 +KV2) ̸= 0 i

Y1 = (U1 +KU2)(U1 +KU2)
⊤ − (V1 +KV2)(V1 +KV2)

⊤ < 0.

Остання нерiвнiсть виконується, якщо U1 + KU2 = (V1 + KV2)F
або KU2(Il − GF ) = V1F − U1, де F — така m× l–матриця, що
FF⊤ < Im. Тодi, враховуючи, що GG⊤ ≤ Il, маємо GFF⊤G⊤ < Il
i ρ(GF ) < 1. Отже, за умов (3.23) i (3.24) матриця

K = (V1F − U1)(Il −GF )−1U−1
2
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задовольняє спiввiдношення (3.25) i (3.26). При цьому матриця
V1+KV2 = N(Im−FG)−1 невироджена, оскiльки невиродженими
є матрицi[

U1 V1
U2 V2

]
=

[
−N U1

0 U2

] [
0 −Im
Il U−1

2 V2

]
, N = V1 − U1U

−1
2 V2.

2

Зауваження 3.1 Блокова матриця H в (3.24) подається у
виглядi H = Ĥ0 − Ĥ⊤

1 Ĥ
−1
2 Ĥ1, де

Ĥ =

[
Ĥ0 Ĥ⊤

1

Ĥ1 Ĥ2

]
=

 B+LB+⊤ B+XC⊤ B+LB⊥

CXB+⊤ 0 CXB⊥

B⊥⊤LB+⊤ B⊥⊤XC⊤ S

 =

= V

[
0 X
X 0

]
V ⊤ =W∆W⊤, ∆ =

[
AX +XA⊤ XC⊤

CX 0

]
,

V ⊤ =

[
B+⊤ 0 B⊥

A⊤B+⊤ C⊤ A⊤B⊥

]
, W⊤ =

[
B+⊤ 0 B⊥

0 Il 0

]
.

Застосовуючи формулу (1.12) для обчислення iндексiв iнерцiї бло-
кової матрицi Ĥ i враховуючи, що S < 0, а V ∈ Rn+l×2n — матриця
повного рангу n+ l, маємо

i+(Ĥ) = i+(H) ≤ n, i−(Ĥ) = i−(H) + n−m ≤ n.

Оскiльки W ∈ Rn+l×n+l — квадратна невироджена матриця, то
i(Ĥ) = i(∆) i в твердженнi леми 3.1 замiсть (3.24) можна викори-
стовувати спiввiдношення

i(X) = {p, q, 0}, i(∆) = {l, n, 0}. (3.28)

Зауваження 3.2 Якщо rank (CXB⊥) = l, то H2 > 0 i спiввiд-
ношення (3.25) за лемою Шура еквiвалентне ЛМН щодо K:

P⊤KQ+Q⊤K⊤P < F, (3.29)

де

P =
[
Im, 0

]
, Q =

[
H1, Il

]
, F2 =

[
−H0 0

0 H−1
2

]
.
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Зауваження 3.3 У деяких випадках матрицю коефiцiєнтiв
зворотного зв’язку, що задовольняє спiввiдношення (3.25) i (3.26),
можна побудувати у виглядi

K = −γ B⊤X−1C+. (3.30)

Наприклад, якщо сумiсна система спiввiдношень

AX +XA⊤ < 2BB⊤, (C+C − In)X
−1B = 0, (3.31)

то матриця (3.30) при γ ≥ 1 задовольняє лiнiйну нерiвнiсть (3.26).
Якщо

γ > λmax(H0)/2, C⊥X−1B = 0, (3.32)

де X i H0 визначенi в (3.23) i (3.24), то матриця (3.30) є розв’язком
нерiвностi (3.25). При цьому матричнi рiвностi в (3.31) i (3.32)
еквiвалентнi.

Зауваження 3.4 Якщо в лемi 3.1 замiсть A використати ви-
раз Aα = A + αIn, то отримаємо критерiй iснування зворотно-
го зв’язку за виходом системи (3.19), за якого заданi кiлькостi її
власних значень з урахуванням кратностей задовольняють вiд-
повiднi умови Reλ < −α i Reλ > −α. Зокрема, при α ≥ 0 i
X = X⊤ > 0 цей критерiй дає необхiднi та достатнi умови до-
сягнення α-стiйкостi системи (3.19).

Наведемо критерiї стабiлiзовностi системи (3.19), що базуються
на розв’язках матричних рiвнянь та нерiвностей.

Теорема 3.2 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) трiйка (A,B,C) стабiлiзовна;
2) система спiввiдношень

B⊥⊤(AX+XA⊤)B⊥ < 0, X = X⊤ > 0, i(H) = {l,m, 0}, (3.33)

де матриця H визначена в (3.24), сумiсна;
3) система спiввiдношень

B⊥⊤(AX +XA⊤)B⊥ < 0, X = X⊤ > 0, i(∆) = {l, n, 0}, (3.34)
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де

∆ =

[
AX +XA⊤ XC⊤

CX 0

]
,

сумiсна;
4) система матричних нерiвностей

B⊥⊤(AX +XA⊤)B⊥ < 0, C⊥(A⊤X−1 +X−1A)C⊥⊤ < 0 (3.35)

має розв’язок X = X⊤ > 0;
5) матрична нерiвнiсть

AX +XA⊤ −XC⊤CX + (BK +XC⊤)(BK +XC⊤)⊤ < 0 (3.36)

сумiсна щодо X = X⊤ > 0 i K;
6) пара (A,B) стабiлiзовна, пара (A,C) детектовна i мат-

ричне рiвняння

AX +XA⊤ −XC⊤CX + (BK +XC⊤)(BK +XC⊤)⊤ = −BB⊤

(3.37)
сумiсне щодо X = X⊤ ≥ 0 i K.

У теоремi 3.2 критерiї стабiлiзовностi 2 i 3 системи (3.19) є на-
слiдками леми 3.1 та зауваження 3.1, а критерiй 4 випливає з умов
сумiсностi двочленних лiнiйних матричних нерiвностей [112] (див.
лему 8.6 та доведення аналогiчного критерiю стабiлiзовностi дис-
кретних систем у теоремi 6.2). Доведення критерiїв 4—6 наведено
у працях [102,107,126] (див. також [12]).

Зазначимо, що еквiвалентнiсть критерiїв 3 i 4 можна встанови-
ти на основi конгруентного перетворення матрицi ∆:

∆1 =W⊤
1 ∆W1 =

[
C⊥L1C

⊥⊤ 0
0 S

]
, (3.38)

де

L1 = A⊤Y + Y A, W1 =

[
Y C⊥⊤ 0 Y C+

−C+⊤L1C
⊥⊤ Il 0

]
,

Y = X−1, S =

[
0 Il
Il C+⊤L1C

+

]
, i(S) = {l, l, 0}.
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Оскiльки W1 — квадратна невироджена матриця, то
i±(∆) = i±(∆1) = i±(C

⊥L1C
⊥⊤) + l. Тому рiвнiсть i(∆) = {l, n, 0}

еквiвалентна другiй матричнiй нерiвностi в (3.35).
У разi виконання тверджень 2, 3 або 4 теореми 3.2 вiдповiд-

ну матрицю стабiлiзовного регулятора K можна визначити як
розв’язок однiєї з матричних нерiвностей (3.25) або (3.26). У твер-
дженнях 5 i 6 така матриця K повинна задовольняти вiдповiднi
спiввiдношення (3.36) i (3.37). У [124] на базi спiввiдношень (3.35)
наведено параметричний опис усiєї множини стабiлiзовних мат-
риць K ∈ K(A,B,C).

Нехай в системi (3.1) D ̸= 0. У цьому випадку зворотний
зв’язок (3.3) визначається неявно, оскiльки вектор спостережу-
ваного виходу y = Cx+Du явно мiстить керування u.

Введемо на множинi матриць KD = {K : det(Im − KD) ̸= 0}
нелiнiйний оператор

D : Rm×l → Rm×l, D(K) = (Im −KD)−1K. (3.39)

Якщо K ∈ KD, то зворотний зв’язок за виходом y = Cx + Du з
матрицею коефiцiєнтiв K можна розглядати як зворотний зв’язок
за виходом ỹ = Cx з матрицею коефiцiєнтiв D(K).

Для кожної матрицi зворотного зв’язку K ∈ KD замкнена си-
стема (3.1) має вигляд

ẋ =Mx, M = A+BD(K)C. (3.40)

Нехай K(A,B,C,D) ⊆ KD — множина матриць K, за яких
система (3.40) асимптотично стiйка. Наведемо без доведення ви-
користовуванi надалi властивостi оператора (3.39):

1) якщо K ∈ KD, то

D(K) ≡ K(Il −DK)−1, Il +DD(K) ≡ (Il −DK)−1; (3.41)

2) якщо K1 ∈ KD и K2 ∈ KD1 , то K1 +K2 ∈ KD i

D(K1+K2) = D(K1)+(Im−K1D)−1D1(K2) (Il−DK1)
−1, (3.42)

де D1(K2) = (Im −K2D1)
−1K2, D1 = (Il −DK1)

−1D;
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3) якщо −K0 ∈ KD, то K = −D(−K0) ∈ KD i

D(K) = K0. (3.43)

Згiдно з (3.43) для досягнення бажаних властивостей i, зокре-
ма, стiйкостi системи (3.40) достатньо забезпечити цi властиво-
стi системi з матрицею M0 = A + BK0C. Якщо для деякої мат-
рицi X матричну нерiвнiсть Ляпунова (3.26) можна розв’язати
щодо K, то завжди можна пiдiбрати розв’язок K0 такий, що
−K0 ∈ KD. Наприклад, поклавши K0 = γK, для деякого γ вико-
нуються спiввiдношення AX+XA⊤+γ (BKCX+XC⊤K⊤B⊤) < 0
i det(I + γKD) ̸= 0. Це випливає iз неперервної залежностi вiд γ
власних чисел наведених матричних виразiв. Тому кожне з твер-
джень 2—6 теореми 3.2 дає методику пошуку стабiлiзовних мат-
риць K ∈ K(A,B,C,D) за умови K ∈ KD. Зокрема, маємо такий
критерiй.

Теорема 3.3 Лiнiйна система (3.1) стабiлiзовна за допомо-
гою регулятора (3.3) тодi i лише тодi, коли сумiсна щодо X си-
стема спiввiдношень (3.34). При цьому стабiлiзовну матрицю
зворотного зв’язку можна визначити у виглядi

K = −D(−K0) ∈ KD, (3.44)

де K0 — розв’язок ЛМН (3.26).

Враховуючи (3.23), (3.24), (3.32) i (3.43), маємо такi достатнi
умови α-стiйкостi системи (3.40).

Наслiдок 3.1 Нехай iснує матриця X = X⊤ > 0, для якої

B⊥⊤(AX +XA⊤ + 2αX)B⊥ < 0, C⊥X−1B = 0, (3.45)

де α ≥ 0. Тодi матриця зворотного зв’язку

K = −D(K0), K0 = γ B⊤X−1C+ ∈ KD, γ > λmax(H0)/2,

забезпечує α-стiйкiсть замкненої системи (3.40).
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Наведемо необхiднi та достатнi умови стабiлiзовностi системи
(3.1) в термiнах властивостей керованостi та спостережуваностi.
Розглянемо матричну функцiю

Λ(λ) =

[
A− λIn B

C D

]
, λ ∈ C. (3.46)

Якщо пара (A,B) керована або пара (A,C) спостережувана, то
rankΛ(λ) ≥ n для будь-якого λ ∈ C. Використовуючи властивостi
рангу блокової матрицi, маємо rankΛ(λ) ≡ n+rankΦ(λ), λ ̸∈ σ(A),
де Φ(λ) = C(λIn −A)−1B +D — матрична передавальна функцiя
системи (3.1).

Наведемо загальну канонiчну декомпозицiю Калмана системи
(3.1). У загальному випадку iснує невироджена матриця G така,
що

G−1AG =


A11 A12 A13 A14

0 A22 0 A24

0 0 A33 A34

0 0 0 A44

 , G−1B =


B1

B2

0
0

 ,
CG =

[
0 C2 0 C4

]
.

При цьому за допомогою перетворення x = Gz отримуємо систему
ż1 = A11z1 +A12z3 +A13z3 +A14z4 +B1u,
ż2 = A22z2 +A24z4 +B2u,
ż3 = A33z3 +A34z4,
ż4 = A44z4,

z =


z1
z2
z3
z4

 ,
y = C2z2 + C4z4 +Du, u = Ky,

в якiй пари матриць

(A22, B2),

([
A11 A12

0 A22

]
,

[
B1

B2

])
є керованими, а пари матриць

(A22, C2),

([
A22 A24

0 A44

]
,
[
C2 C4

])
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є спостережуваними (див., наприклад, [150, 155]). Простiр станiв
цiєї системи складається з таких пiдпросторiв: керований i
неспостережуваний (z1 ∈ Rn1), керований i спостережуваний
(z2 ∈ Rn2), некерований i неспостережуваний (z3 ∈ Rn3), некеро-
ваний i спостережуваний (z4 ∈ Rn4), причому n = n1+n2+n3+n4.
Крiм того, справедливi спiввiдношення

Φ(λ) = C2(λIn2 −A22)
−1B2 +D, λ ̸∈ σ(A22),

σ(A) = σ(A11) ∪ σ(A22) ∪ σ(A33) ∪ σ(A44),

σ(M) = σ(A11) ∪ σ(M2) ∪ σ(A33) ∪ σ(A44),

G−1MG =


A11 M12 A13 M14

0 M22 0 M24

0 0 A33 A34

0 0 0 A44

 , K ∈ KD,

PΛ(λ)Q =


A11−λIn1 A12 A13 A14 B1

0 A22−λIn2 0 A24 B2

0 0 A33−λIn3 A34 0
0 0 0 A44−λIn4 0

0 C2 0 C4 D

,
де

P =

[
G−1 0
0 Il

]
, Q =

[
G 0
0 Im

]
,

M12 = A12 +B1D(K)C2, M14 = A14 +B1D(K)C4,

M22 = A22 +B2D(K)C2, M24 = A24 +B2D(K)C4.

M — матриця замкненої системи (3.40), Λ(λ) — матрична функцiя
вигляду (3.46).

З наведених спiввiдношень випливає, що система (3.1) є ста-
бiлiзовною тодi i лише тодi, коли стабiлiзовна керована i спосте-
режувана система

˙̃z2 = A22z̃2 +B2u, y = C2z̃2 +Du, z̃2 ∈ Rn2 ,

а частина спектра системи σ(A11)∪σ(A33)∪σ(A44), що не є керо-
ваною або спостережуваною, розташована в пiвплощинi C−.
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Зазначимо, що некерована частина спектра σ(A33) ∪ σ(A44)
розташована в пiвплощинi C−, якщо rankΛ(λ) = n+m (λ ∈ σ(A),
Reλ ≥ 0). Аналогiчно, за умов rankΛ(λ) = n + l (λ ∈ σ(A),
Reλ ≥ 0) неспостережувана частина спектра σ(A11)∪σ(A33) розта-
шована в пiвплощинi C−.

3.2 Динамiчний зворотний зв’язок

Визначимо динамiчний зворотний зв’язок для системи керування
(3.1) у виглядi

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, (3.47)

де ξ ∈ Rr — вектор стану динамiчного регулятора (компенсато-
ра), Z, V , U i K — матрицi вiдповiдних розмiрiв r× r, r× l, m× r
i m × l, що пiдлягають визначенню. Число r називають поряд-
ком динамiчного регулятора. Включаючи випадок r = 0, маємо
статичний регулятор u = Ky.

При r ̸= 0 спiввiдношення (3.1) i (3.47) можна записати в ком-
пактному виглядi:

˙̂x = Âx̂+ B̂û, ŷ = Ĉx̂+ D̂û, û = K̂ŷ, (3.48)

де

x̂ =

[
x
ξ

]
, ŷ =

[
y
ξ

]
, û =

[
u

ξ̇

]
, K̂ =

[
K U
V Z

]
,

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂ =

[
B 0n×r

0r×m Ir

]
,

Ĉ =

[
C 0l×r

0r×n Ir

]
, D̂ =

[
D 0l×r

0r×m 0r×r

]
.

Лема 3.2 Система керування (3.1) з динамiчним зворотним
зв’язком (3.47) еквiвалентна системi керування зi статичним
зворотним зв’язком (3.48) у розширеному просторi Rn+r.
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Таким чином, задачi керування i, зокрема, стабiлiзацiї системи
(3.1) з динамiчним регулятором (3.47) зводяться до аналогiчних
задач керування для системи (3.48) зi статичним регулятором.
Зазначимо, що у задачах керування за умов неповної iнформацiї
про стан об’єкта динамiчнi регулятори мають ширшi можливостi,
нiж статичнi.

Нелiнiйний оператор

D̂ : R(r+m)×(r+l) → R(r+m)×(r+l), D̂(K̂) = (Ir+m − K̂D̂)−1K̂,

можна подати у блоковому виглядi:

D̂(K̂) =

[
D(K) (Im −KD)−1U

V (Il −DK)−1 Z + V D(Im −KD)−1U

]
,

де D(K) = (Im −KD)−1K. При цьому замкнена система (3.48) є
такою:

˙̂x = M̂ x̂, M̂ = Â+ B̂D̂(K̂)Ĉ. (3.49)

Тут

M̂ =

[
M B(Im −KD)−1U

V (Il −DK)−1C Z + V D(Im −KD)−1U

]
,

M = A+BD(K)C, K ∈ KD.

Згiдно з (3.2), (3.4) i (3.5) маємо вирази ортогональних допов-
нень та псевдообернених матриць для матричних коефiцiєнтiв B̂
i Ĉ повного рангу:

B̂⊥ =

[
B⊥

0r×(n−m)

]
, B̂+ = (B̂⊤B̂)−1B̂⊤ =

[
B+ 0m×r
0r×n Ir

]
,

Ĉ⊥ =
[
C⊥, 0(n−l)×r

]
, Ĉ+ = Ĉ⊤(ĈĈ⊤)−1 =

[
C+ 0n×r
0r×l Ir

]
.

Наведенi спiввiдношення можна використовувати для побудо-
ви умов стабiлiзовностi системи (3.1) за допомогою динамiчного
регулятора (3.47). Так, враховуючи твердження 3 i 4 теореми 3.2
та лему 3.2, одержуємо таке твердження.
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Теорема 3.4 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) для системи (3.1) iснує динамiчний регулятор (3.47) поряд-

ку r, що забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкненої системи
(3.49);

2) iснують матрицi X = X⊤ > 0 i X0 = X⊤
0 > 0, якi задо-

вольняють спiввiдношення

X ≥ X0, rank(X −X0) ≤ r, (3.50)

B⊥⊤(AX +XA⊤)B⊥ < 0, i(∆0) = {l, n, 0}, (3.51)

де

∆0 =

[
AX0 +X0A

⊤ X0C
⊤

CX0 0

]
;

3) iснують матрицi X = X⊤ > 0 i Y = Y ⊤ > 0, що задоволь-
няють спiввiдношення

B⊥⊤(AX +XA⊤)B⊥ < 0, C⊥(A⊤Y + Y A)C⊥⊤ < 0, (3.52)

W =

[
X In
In Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (3.53)

Доведення. Враховуючи твердження 3 теореми 3.2 та лему
3.2, маємо критерiй стабiлiзовностi системи (3.1) за допомогою
динамiчного регулятора (3.47):

B̂⊥⊤(ÂX̂ + X̂Â⊤)B̂⊥ < 0, i(∆̂) = {l + r, n+ r, 0}, (3.54)

де

∆̂ =

[
ÂX̂ + X̂Â⊤ X̂Ĉ⊤

ĈX̂ 0

]
, X̂ =

[
X X⊤

1

X1 X2

]
> 0.

Тут перше спiввiдношення з урахуванням структури блокових
матриць збiгається з матричною нерiвнiстю (3.51) щодо X.

Використаємо конгруентне перетворення матрицi ∆̂:

L∆̂L⊤ =

[
∆0 0
0 ∆1

]
, (3.55)
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де

L =


In −X⊤

1 X
−1
2 0 −AX⊤

1 X
−1
2

0 0 Il −CX⊤
1 X

−1
2

0 Ir 0 0
0 0 0 Ir

 , ∆1 =

[
0 X2

X2 0

]
.

Тут дiагональний блок ∆0 визначений в (3.51) при
X0 = X − X⊤

1 X
−1
2 X1. При цьому i(∆1) = {r, r, 0}, X ≥ X0 i

rank (X −X0) = rank (X⊤
1 X

−1
2 X1) ≤ r.

Отже, iз (3.54) випливають спiввiдношення (3.50) i (3.51) для
деяких матриць X > 0 i X0 > 0. Навпаки, якщо систему спiввiд-
ношень (3.50) i (3.51) можна розв’язати щодо X > 0 i X0 > 0, то,
враховуючи (3.55), можна знайти блокову матрицю X̂ > 0, що зо-
довольняє спiввiдношення (3.54). При цьому матриця X повинна
бути її першим дiагональним блоком, а якX1 iX2 можна вибрати,
наприклад, вiдповiдно множник розкладу X −X0 = X⊤

1 X1 ≥ 0 i
одиничну матрицю Ir.

Еквiвалентнiсть тверджень 1 i 3 є наслiдком теореми 3.2 (твер-
дження 4) та леми 3.2. На базi наведених спiввiдношень можна
безпосередньо встановити еквiвалентнiсть тверджень 2 i 3. При
цьому матрицi X i X0 задовольняють твердження 2 тодi i ли-
ше тодi, коли матрицi X i Y = X−1

0 задовольняють твердження
3 (див. спiввiдношення вигляду (3.38) для перетвореної матрицi
∆0). 2

Зазначимо, що для виконання спiввiдношень (3.53) необхiдно,
щоб матрицi X i Y були додатно визначеними. Рангова умова в
(3.53) еквiвалентна нерiвностi rank (In − Y X) ≤ r. Ця нерiвнiсть,
а також рангова умова в (3.50) завжди виконуються у разi дина-
мiчного регулятора повного порядку r = n.

Алгоритм побудови стабiлiзовного динамiчного регулятора
(3.47) порядку r ≤ n для системи (3.1), що випливає з твердження
2 теореми 3.4, складається з таких крокiв:

1) знаходження матриць X = X⊤ > 0 i X0 = X⊤
0 > 0, якi

задовольняють спiввiдношення (3.50) i (3.51);
2) побудова розкладу невiд’ємно визначеної матрицi

X −X0 = X⊤
1 X1 ≥ 0, X1 ∈ Rr×n, rankX1 ≤ r;
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3) розв’язування ЛМН

ÂX̂ + X̂Â⊤ + B̂K̂0ĈX̂ + X̂Ĉ⊤K̂⊤
0 B̂

⊤ < 0

щодо K̂0 за умови det (Im +K0D) ̸= 0, де

X̂ =

[
X X⊤

1

X1 Ir

]
> 0, K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
;

4) обчислення матриць регулятора (3.47) за формулами

K = (Im +K0D)−1K0, U = (Im +K0D)−1U0,

V = V0(Il +DK0)
−1, Z = Z0 − V0(Il +DK0)

−1DU0,
(3.56)

Теорема 3.5 Нехай (A,B) i (A,C) — вiдповiдно стабiлiзовна
i детектовна пари матриць. Тодi для системи (3.1) iснує ди-
намiчний регулятор (3.47) на базi спостерiгача повного порядку
r = n, що забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкненої систе-
ми (3.49).

Доведення. Покладемо в (3.47)

Z = A−GC + (B −GD)U, V = G+ (B −GD)K, (3.57)

де K ∈ KD, U ∈ Rm×n i G ∈ Rn×l — деякi матрицi. Тодi перше
рiвняння в (3.47) описує динамiку спостерiгача

ξ̇ = Aξ +Bu+G(y − Cξ −Du), (3.58)

а систему (3.49) можна записати в еквiвалентнiй формi

˙̃x = M̃x̃, M̃ =

[
M0 B(Im −KD)−1U
0n×n M1

]
, x̃ =

[
x
e

]
, (3.59)

де M0 = A + B(Im −KD)−1(U +KC), M1 = A − GC, e = ξ − x.
Зокрема, якщо K = 0, то M0 = A+BU .

За припущенням iснують матрицi K, U i G такi, що матри-
цi M0 i M1 гурвiцевi й система асимптотично стiйка (3.59). При
цьому e(t) → 0 при t→ ∞, тобто (3.58) є асимптотичним спостерi-
гачем системи (3.1). Шуканi матрицi стабiлiзовного динамiчного
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регулятора (3.47) можна визначити за допомогою спiввiдношень
(3.57) та

U = −KC − (Im −KD)B⊤X−1, G = Y −1C⊤, (3.60)

де K ∈ KD — довiльна матриця, а X = X⊤ > 0 i Y = Y ⊤ > 0 є
розв’язками вiдповiдних ЛМН

AX +XA⊤ < 2BB⊤, A⊤Y + Y A < 2C⊤C. (3.61)

2

Зазначимо, що умов теореми 3.5 i навiть властивостей керова-
ностi й спостережуваностi вiдповiдних пар матриць (A,B) i (A,C)
недостатньо для iснування стабiлiзовного статичного зворотного
зв’язку (3.3) для системи (3.1).

3.3 Робастна стабiлiзацiя лiнiйних систем

Розглянемо систему керування (3.1) зi статичним зворотним
зв’язком (3.3). Припустимо, що для деякої матрицi коефiцiєнтiв
пiдсилення K∗ ∈ KD замкнена система

ẋ =M∗x, M∗ = A+BD(K∗)C, (3.62)

де D(·) — нелiнiйний оператор (3.39), асимптотично стiйка. З мiр-
кувань неперервностi зрозумiло, що для кожного значення K в
околi точки K∗ простору матриць Rm×l замкнена система (3.40)
асимптотично стiйка.

Побудуємо множину стабiлiзовних керувань у виглядi

u = K y, K = K∗ + K̃, K̃ ∈ K, (3.63)

де K — елiпсоїдальна множина матриць:

K = {K ∈ Rm×l : K⊤PK ≤ Q}, (3.64)

яку описують матрицi P = P⊤ > 0 i Q = Q⊤ > 0 вiдповiдних
розмiрiв m×m i l× l. Враховуючи еквiвалентнiсть спiввiдношень

K⊤PK ≤ Q,

[
P−1 K
K⊤ Q

]
≥ 0, KQ−1K⊤ ≤ P−1,
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множину (3.64) можна описати також у виглядi

K = {K ∈ Rm×l : KQ−1K⊤ ≤ P−1}.

При цьому у випадку m = 1 елiпсоїд K описується за допомогою
скалярної нерiвностi.

Iз (3.64) випливає λmin(P )K
⊤K ≤ K⊤PK ≤ Q ≤ λmax(Q)Il,

тому

∥K∥ =
√
λmax(K⊤K) ≤ ρ∗ =

√
λmax(Q)

λmin(P )
. (3.65)

Число ρ∗ називатимемо радiусом стабiлiзацiї системи (3.1).

Теорема 3.6 Нехай для деяких матриць X = X⊤ > 0 i
K∗ ∈ KD виконується система спiввiдношень

D⊤
∗ QD∗ < P, (3.66)

Ω =

 M⊤
∗ X +XM∗ XB∗ C⊤

∗
B⊤

∗ X −P D⊤
∗

C∗ D∗ −Q−1

 ≤ 0 (< 0), (3.67)

де
M∗ = A+BD(K∗)C, B∗ = B(Im −K∗D)−1,

C∗ = (Il −DK∗)
−1C, D∗ = D(Im −K∗D)−1.

Тодi будь-яке керування (3.63) забезпечує стiйкiсть (асимпто-
тичну стiйкiсть) системи (3.1) та спiльну квадратичну функ-
цiю Ляпунова v(x) = x⊤Xx.

Доведення. За припущенням K∗ ∈ KD, тому визначе-
но значення оператора D(K∗) = (Im − K∗D)−1K∗. Якщо
K̃ ∈ K, то визначено також значення операторiв D(K) i
D∗(K̃) = (Im− K̃D∗)

−1K̃, де K = K∗+ K̃. Справдi, за умов (3.63)
i (3.66) маємо D⊤

∗ K̃
⊤PK̃D∗ ≤ D⊤

∗ QD∗ < P. Оскiльки P > 0, то
звiдси випливає, що 1 ̸∈ σ(K̃D∗), тобто матриця Im − K̃D∗ неви-
роджена, а разом з нею невиродженою є матриця

Im −KD = (Im − K̃D∗)(Im −K∗D).
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Отже, замкнена система (3.1), (3.63) за умови (3.66) подаєть-
ся у виглядi (3.40). За теоремою Ляпунова ця система стiйка
(асимптотично стiйка) тодi i лише тодi, коли для деякої матри-
цi X = X⊤ > 0 виконується матрична нерiвнiсть

M⊤X +XM ≤ 0 (< 0), (3.68)

де M = A+BD(K)C, K = K∗+K̃. Враховуючи властивiсть (3.42)
оператора D, цю нерiвнiсть можна подати так:

F∗(K̃) =W + U⊤D∗(K̃)V + V ⊤D⊤
∗ (K̃)U ≤ 0 (< 0), (3.69)

де W =M⊤
∗ X +XM∗, U = B⊤

∗ X i V = C∗.
Застосовуючи лему 8.10 про матричну невизначенiсть для опе-

ратора F∗(K̃), отримаємо умови вигляду (3.66) i (3.67), за яких
виконується матрична нерiвнiсть (3.69) i, отже, (3.68) для будь-
якої матрицi K̃ ∈ K. 2

Зазначимо, що в [11] на базi так званої властивостi неущербно-
стi S-процедури отримано аналогiчне твердження за умов K∗ = 0,
P = Im i Q = µIl, де µ — радiус стiйкостi матриць зворотного
зв’язку K для системи (3.1). Зауважимо, що (3.66) є наслiдком
строгої нерiвностi (3.67), а матрицi P i Q1 = Q−1 входять у ви-
раз (3.67) лiнiйно. Тому цi матрицi разом з X можна вважати
невiдомими та визначати за допомогою комп’ютерних засобiв. Це
розширює можливостi вiдомої методики квадратичної стабiлiзацiї
для класу лiнiйних систем (3.1).

Припустимо, що система (3.1) має невизначенi коефiцiєнти

A ∈ Co
{
A1, . . . , Aα

}
, B ∈ Co

{
B1, . . . , Bβ

}
, C ∈ Co

{
C1, . . . , Cγ

}
,

(3.70)
де заданi набори сталих матриць Ai, Bj i Ck є вершинами деяких
полiтопiв у вiдповiдних просторах Rn×n, Rn×m i Rl×n. При цьо-
му вихiднi (номiнальнi) значення матричних коефiцiєнтiв, за яких
визначено стабiлiзовну матрицю зворотного зв’язку K∗, можуть
належати заданим полiтопам. Тодi матрична нерiвнiсть (3.67) з
огляду на лiнiйну залежнiсть блочного виразу Ω вiд заданих кое-
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фiцiєнтiв випливає iз системи аналогiчних нерiвностей: M⊤
ijkX +XMijk XBj∗ C⊤

k∗
B⊤
j∗X −P D⊤

∗
Ck∗ D∗ −Q−1

 ≤ 0 (< 0), (3.71)

де Mijk = Ai +BjD(K∗)Ck, Bj∗ = Bj(Im −K∗D)−1,

Ck∗ = (Il −DK∗)
−1Ck, i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ.

Дiйсно, враховуючи (3.70), пiсля множення матричних нерiвно-
стей (3.71) на невiд’ємнi параметри опуклих лiнiйних комбiнацiй
вершин полiтопiв Ai, Bj i Ck та їх сумування вiдповiдно за i, j i k
отримаємо матричну нерiвнiсть (3.67). Отже, твердження теореми
3.6 виконується для системи (3.1) з невизначеними коефiцiєнтами
(3.70), якщо замiсть (3.67) використати систему матричних нерiв-
ностей (3.71).

Наслiдок 3.2 Нехай для деяких матриць X = X⊤ > 0 i
K∗ ∈ KD виконується система матричних нерiвностей (3.66)
i (3.71). Тодi будь-яке керування (3.63) забезпечує стiйкiсть
(асимптотичну стiйкiсть) сiм’ї систем (3.1), (3.70) i спiльну
квадратичну функцiю Ляпунова v(x) = x⊤Xx.

Нехай разом з (3.70) виконуються умови

K∗ = 0, D ∈ Co
{
D1, . . . , Dδ

}
. (3.72)

Тодi спiввiдношення (3.66) i (3.71) мають вигляд

D⊤
s QDs < P,

 A⊤
i X +XAi XBj C⊤

k

B⊤
j X −P D⊤

s

Ck Ds −Q−1

 ≤ 0 (< 0), (3.73)

де i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ.

Наслiдок 3.3 Нехай для деякої матрицi X = X⊤ > 0 ви-
конується система ЛМН (3.73). Тодi будь-яке керування (3.63)
забезпечує стiйкiсть (асимптотичну стiйкiсть) сiм’ї систем
(3.1), (3.70), (3.72) i спiльну квадратичну функцiю Ляпунова
v(x) = x⊤Xx.
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Зазначимо, що у твердженнях теореми 3.6 та її наслiдкiв за-
мiсть (3.67), (3.71) i (3.73) можна використати вiдповiднi еквi-
валентнi матричнi нерiвностi менших розмiрiв (див. зауваження
8.1). Наприклад, у наслiдку 3.3 сумiснiсть системи ЛМН[

A⊤
i X +XAi + C⊤

k QCk XBj + C⊤
k QDs

B⊤
j X +D⊤

s QCk D⊤
s QDs − P

]
< 0, X = X⊤ > 0,

i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ,

гарантує асимптотичну стiйкiсть сiм’ї систем керування
(3.70), (3.70), (3.72) i спiльну квадратичну функцiю Ляпуно-
ва v(x) = x⊤Xx.

Системи спiввiдношень (3.71) i (3.73) можна застосовувати,
розв’язуючи зворотнi задачi робастної стабiлiзацiї. Наприклад,
для заданої матрицi X > 0 за умов наслiдку 3.3 потрiбно побуду-
вати сi’ю систем стабiлiзацiї, що описується деякими полiтопами
матричних коефiцiєнтiв (3.70) i (3.72), а також елiпсоїдом матриць
зворотного зв’язку (3.64). У цiй задачi невiдомими будуть верши-
ни полiтопiв Ai, Bj , Ck i Ds, а також додатно визначенi матрицi P
i Q, що описують елiпсоїд. Матричнi невизначеностi типу (3.70)
i (3.72) можна використовувати також для опису невизначених
моделей у задачах iдентифiкацiї параметрiв та для оцiнювання
станiв динамiчних систем (див., наприклад, [24,25,39]).

3.4 Оптимiзацiя у системах стабiлiзацiї

3.4.1 Матричне рiвняння Рiккатi

Розглянемо систему керування (3.6) з квадратичним функцiона-
лом якостi

J(u, x0) =

∫ ∞

0
φ(x, u) dt, (3.74)

де

φ(x, u) =
[
x⊤, u⊤

]
Φ

[
x
u

]
, Φ =

[
S N
N⊤ R

]
,

x0 = x(0) — вектор початкового стану, а блоки симетричної мат-
рицi Φ задовольняють умови

R > 0, S ≥ NR−1N⊤. (3.75)
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За деяких умов оптимальне керування u, що мiнiмiзує функ-
цiонал (3.74), забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкненої си-
стеми (3.7). Оптимальне керування можна знайти за допомогою
принципу максимуму Понтрягiна або методом динамiчного про-
грамування Беллмана. У цьому випадку рiвняння Беллмана, що
виражає принцип оптимальностi, має вигляд

min
u
f(x, u) = 0.

Тут f(x, u) = (Ax + Bu)⊤gradx v(x) + φ(x, u), v(x) — невiдома
функцiя. Використавши необхiдну умову мiнiмуму

gradu f(x, u) = B⊤gradx v(x) + 2N⊤x+ 2Ru = 0

i поклавши v(x) = x⊤Xx, де X = X⊤ — шукана матриця, отри-
маємо

u = Kx, K = −R−1(B⊤X +N⊤). (3.76)

При цьому

f(x, u) = x⊤
[
A⊤X +XA− (XB +N)R−1(B⊤X +N⊤) + S

]
x ≡ 0,

якщо

A⊤X +XA− (XB +N)R−1(B⊤X +N⊤) + S = 0. (3.77)

Спiввiдношення (3.77) є матричним алгебричним рiвнянням
Рiккатi . Перепишемо це рiвняння у виглядi

Ã⊤X +XÃ−XBR−1B⊤X + S̃ = 0, (3.78)

де Ã = A−BR−1N⊤, S̃ = S −NR−1N⊤ = G⊤G ≥ 0.

Теорема 3.7 Нехай виконуються умови (3.75), пара мат-
риць (A,B) стабiлiзовна, а пара матриць (Ã, G) детектовна.
Тодi матричне рiвняння Рiккатi (3.77) має єдиний розв’язок
X = X⊤ ≥ 0. При цьому керування (3.76) забезпечує асимпто-
тичну стiйкiсть замкненої системи (3.7) i мiнiмальне значення
функцiонала (3.74), що дорiвнює J(u, x0) = x⊤0 Xx0.
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Якщо в теоремi 3.7 припущення детектовностi пари мат-
риць (Ã, G) посилити вимогою спостережуваностi, то розв’язок
X рiвняння (3.78) має бути додатно визначеним. При цьому
v(x) = x⊤Xx — функцiя Ляпунова оптимальної замкненої систе-
ми.

Зазначимо, що систему (3.6) можна подати так:

ẋ = Ãx+Bũ, ũ = K̃x, (3.79)

де K̃ = K + R−1N⊤, ũ = u + R−1N⊤x — новий вектор керуван-
ня. При цьому квадратичний функцiонал (3.74) з урахуванням
обмежень (3.75) набуває стандартного вигляду

J(ũ, x0) =

∫ ∞

0
(x⊤S̃x+ ũ⊤Rũ) dt. (3.80)

Таким чином, задача квадратичної оптимiзацiї системи (3.6)
зводиться до розв’язування матричного рiвняння Рiккатi (3.78).
Один iз способiв побудови матрицi-розв’язку X дає iтерацiйний
процес

(Ã+BK̃s)
⊤Xs +Xs(Ã+BK̃s) + K̃⊤

s RK̃s + S̃ = 0,

K̃s+1 = −R−1B⊤Xs, s = 0, 1, . . . . (3.81)

На s-му кроцi цього процесу потрiбно розв’язати матричне рiв-
няння Ляпунова щодо Xs. Початкове значення K̃0 вибираєть-
ся так, щоб матриця Ã + BK̃0 була гурвiцевою. За прийнятих
припущеннях встановлено збiжнiсть матричної послiдовностi Xs,
s = 0, 1, 2, . . . Окрiм того,

X0 ≥ X1 ≥ X2 ≥ · · · ≥ X = lim
s→∞

Xs ≥ 0.

Повне доведення теореми 3.7 на базi iтерацiйного процесу (3.81)
наведено, наприклад, у [151].

3.4.2 Оптимiзацiя та локалiзацiя спектра

Розглянемо систему керування (3.19) i усереднений функцiонал
якостi

J(u) =

∫
S0

µ(x0)

∫ ∞

0
(x⊤Sx+ u⊤Ru) dt dx0, (3.82)
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де S = S⊤ > 0, R = R⊤ > 0, µ(x0) ≥ 0 — вагова функцiя щiльностi
розподiлу початкового вектора x0 на деякiй допустимiй множинi
S0 ⊆ Rn. Як S0 можна вибрати кулю S0 = {x ∈ Rn : ∥x∥ ≤ h}.

Ставиться задача знаходження матрицi K зворотного зв’язку
за виходом, для якої функцiонал (3.82) набуває найменшого зна-
чення, а спектр замкненої системи

ẋ =Mx, M = A+BKC, (3.83)

розташований у заданiй областi

Λ+
f =

{
λ : f(λ, λ) =

∑
i,j

γijf(λ)f(λ) > 0
}
. (3.84)

Задача мiнiмiзацiї функцiонала (3.82) без обмеження на спектр
замкненої системи зводиться до задачi математичного програму-
вання:

J(K) = tr
[
W(K)∆0

]
→ inf

K∈K
(3.85)

з використанням розв’язку W = W(K) рiвняння Ляпунова:

−M⊤W −WM = S + C⊤K⊤RKC. (3.86)

Тут

∆0 =

∫
S0

µ(x0)x0x
⊤
0 dx0, K =

{
K : W(K) > 0

}
.

Побудуємо розв’язок рiвняння (3.86) у виглядi

W =
∑
i,j

γijfi(M)⊤Hfj(M), (3.87)

Пiдставляючи (3.87) в (3.86), маємо рiвняння щодо H:∑
i,j

βijφi(M)⊤Hφj(M) = S + C⊤K⊤RKC. (3.88)

При цьому область Λ+
φ , що вiдповiдає функцiям типу

φ(λ, λ) =
∑
i,j

βijφi(λ) φj(λ) = −(λ+ λ)f(λ, λ),
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складається з двох непересiчних пiдобластей — областi Λ+
f вигля-

ду (3.84) i правої пiвплощини. Якщо H — розв’язок рiвняння
(3.88), то за теоремою 1.10 матрична нерiвнiсть

X = −M⊤H −HM > 0 (3.89)

забезпечує розмiщення спектра замкненої системи в областi Λ+
f .

При цьому матриця (3.89) є розв’язком узагальненого рiвняння
Ляпунова для областi Λ+

f :∑
i,j

γijfi(M)⊤Xfj(M) = S + C⊤K⊤RKC. (3.90)

Таким чином, поставлена задача зводиться до задачi матема-
тичного програмування. Потрiбно мiнiмiзувати функцiю (3.85),
що обчислюється за допомогою спiввiдношень (3.87) i (3.88) за
обмеження (3.89). Пошук субоптимального розв’язку задачi мож-
на здiйснювати градiєнтними методами, використовуючи вiдомий
вираз для градiєнта функцiонала [99]:

dJ(K)

dK
= 2(RKC +B⊤W )FC⊤,

де W — розв’язок рiвняння (3.86), зокрема, вираз (3.87), а F —
розв’язок рiвняння

−MF − FM⊤ = ∆0. (3.91)

З необхiдної умови мiнiмуму функцiї (3.85) випливає спiввiдно-
шення

K = −R−1B⊤WFC⊤(CFC⊤)−1. (3.92)

Система матричних спiввiдношень (3.87)—(3.89), (3.91) i (3.92) є
необхiдними умовами мiнiмуму функцiонала та розмiщення спек-
тра замкненої системи в областi (3.84).

Зазначимо, що якщо функцiю f , що описує область (3.84), мож-
на подати як

f(λ, λ) = −(λ+ λ)ψ(λ, λ), ψ(λ, λ) =
∑
i,j

δijψi(λ)ψj(λ), (3.93)
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то для обчислення матрицi W можна використовувати вираз

W =
∑
i,j

δijψi(M)⊤Xψj(M), (3.94)

деX — розв’язок рiвняння (3.90). У цьому випадку рiвняння (3.88)
не використовується.

Побудуємо iтерацiйний процес за такими правилами:
1) вибрати K0 ∈ K i покласти s = 0;
2) обчислити матрицю Ms = A+BKsC;
3) визначити матрицi Hs i Fs iз рiвнянь∑

i,j

βijφi(Ms)
⊤Hsφj(Ms) = S + C⊤Ks

⊤RKsC,

−MsFs − FsMs
⊤ = ∆0;

4) обчислити вирази Ws =
∑
i,j

γijfi(Ms)
⊤Hsfj(Ms) i

Ks+1 = −R−1B⊤WsFsC
⊤(CFsC

⊤)−1;
5) збiльшити s на одиницю та повернутися до п. 2.

Вiдмiннiсть цього iтерацiйного процесу вiд вiдомих алгорит-
мiв квадратичної оптимiзацiї полягає в способi обчислення мат-
ричної послiдовностi Ws. Оскiльки на кожному кроцi Ws є
розв’язком рiвняння Ляпунова (3.86), то виконуються нерiвно-
стi J(K0) ≥ J(K1) ≥ · · · ≥ J(Ks) ≥ . . . За умови (3.93) мат-
рицi Ws можна визначити також за допомогою формул (3.90) i
(3.94). У разi алгебричних областей (3.84) (fi(λ) = λi) викори-
стання матричних рiвнянь (3.88) або (3.90) замiсть (3.86) мало
змiнює обчислювальнi труднощi алгоритму. Водночас можливо
здiйснювати контроль належностi спектра системи областi (3.84)
на кожному кроцi оптимiзацiї за допомогою матричних нерiвно-
стей Xs = −M⊤

s Hs −HsMs > 0, s = 0, 1, . . .
В окремих випадках за умов керованостi та спостережуваностi

системи (3.19) доведено збiжнiсть матричної послiдовностi Ks [97,
99]. Початкове наближення K0 ∈ K можна визначити методами
побудови стабiлiзовних керувань (див. пiдрозд. 3.1) або вiдомими
методами модального керування (див., наприклад, [9, 31, 144]).
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Зазначимо, що у випадку C = In, коли вимiрам доступнi всi
компоненти вектора стану об’єкта, послiдовнiсть Ws збiгається до
додатно визначеного розв’язку рiвняння Рiккатi:

A⊤W +WA−WBR−1B⊤W + S = 0.

При цьому оптимальному керуванню системи (3.19) вiдповiдає
граничне значення матрицi зворотного зв’язку:

K = lim
s→∞

Ks = −R−1B⊤W.

3.4.3 Оптимiзацiя за умов невизначеностi

Розглянемо систему керування (3.1) та квадратичний функцiонал
якостi (3.74) з матрицею Φ = Φ⊤ > 0. Потрiбно описати множину
керувань (3.63), що забезпечують асимптотичну стiйкiсть замкне-
ної системи та оцiнку функцiонала J(u, x0) ≤ ω.

Для розв’язування цiєї задачi шукаємо квадратичну функцiю
Ляпунова v(x) = x⊤Xx з матрицею X = X⊤ > 0. Якщо вико-
нуються умови (3.63) i (3.66) при K∗ ∈ KD, то визначенi зна-
чення операторiв D(K), D(K∗) i D∗(K̃) = (Im − K̃D∗)

−1K̃, де
D∗ = (Il −DK∗)

−1D (див. доведення теореми 3.6). При цьому за-
мкнена система подається у виглядi (3.40), а похiдна функцiї v(x)
в силу системи та пiдiнтегральний вираз у (3.74) мають вигляд

v̇(x) = x⊤
(
M⊤X +XM

)
x, φ(x, u) = x⊤L⊤ΦLx,

де M = A+BD(K)C, L⊤ = [In, C
⊤D⊤(K)], K = K∗ + K̃.

Припустимо, що поряд iз (3.66) виконується спiввiдношення

v̇(x) ≤ −φ(x, u) < 0, x ̸= 0. (3.95)

Тодi система (3.40) асимптотично стiйка i, враховуючи (3.95), от-
римаємо верхню оцiнку функцiонала (3.74):

J(u, x0) ≤ −
∫ ∞

0

d

dt
v(x) dt = x⊤0 X x0 = ω. (3.96)

Оскiльки Φ > 0, то для виконання (3.95) достатньо, щоб вико-
нувалася матрична нерiвнiсть

M⊤X +XM + L⊤ΦL ≤ 0. (3.97)
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Використовуючи властивiсть (3.42) оператора D, перепишемо
нерiвнiсть (3.97) у виглядi F∗(K̃) ≤ 0, де

F∗(K̃)=W + U⊤D∗(K̃)V + V ⊤D⊤
∗ (K̃)U + V ⊤D⊤

∗ (K̃)R∗D∗(K̃)V,

W = M⊤
∗ X + XM∗ + Φ∗, Φ∗ = L⊤

∗ ΦL∗, L⊤
∗ = [In, C

⊤D⊤(K∗)],
U = B⊤

∗ X + N⊤
∗ + R∗K∗C, V = C∗, N∗ = N(Im − K∗D)−1,

R∗ = (Im − K∗D)−1⊤R(Im − K∗D)−1, M∗ = A + BD(K∗)C,
B∗ = B(Im −K∗D)−1, C∗ = (Il −DK∗)

−1C, D∗ = (Il −DK∗)
−1D.

Застосовуючи лему 8.10 для оператора F∗(K̃) та елiпсоїда K,
з урахуванням (3.96) отримаємо такий результат.

Теорема 3.8 Нехай для деяких матриць X = X⊤ > 0 i
K∗ ∈ KD виконуються спiввiдношення

R+D⊤QD < (Im −K∗D)⊤P (Im −K∗D), (3.98) M⊤
∗ X +XM∗ +Φ∗ XB∗ +N∗ + C⊤K⊤

∗ R∗ C⊤
∗

B⊤
∗ X +N⊤

∗ +R∗K∗C R∗ − P D⊤
∗

C∗ D∗ −Q−1

 ≤ 0.

(3.99)
Тодi будь-яке керування (3.63) забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть системи (3.1), спiльну квадратичну функцiю Ляпунова
v(x) = x⊤Xx та оцiнку функцiонала якостi J(u, x0) ≤ v(x0).

Зауваження 3.5 Твердження теореми 3.8 буде виконуватись,
якщо замiсть припущення Φ = Φ⊤ > 0 використати слабкiше об-
меження (3.75), а в (3.99) вимагати виконання строгої матричної
нерiвностi. При цьому спiввiдношення (3.98) буде наслiдком цiєї
нерiвностi.

Зазначимо також, що твердження теореми 3.8 виконується для
сiм’ї систем (3.1), (3.70), якщо замiсть (3.99) використати систему
матричних нерiвностей M⊤

ijkX +XMijk +Φk XB∗j +N∗ + C⊤
k K

⊤
∗ R∗ C⊤

∗k
B⊤

∗jX +N⊤
∗ +R∗K∗Ck R∗ − P D⊤

∗
C∗k D∗ −Q−1

 ≤ 0.

(3.100)
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де Mijk = Ai + BjD(K∗)Ck, Φk = L⊤
k ΦLk, L

⊤
k = [In, C

⊤
k D

⊤(K∗)],
B∗j = Bj(Im −K∗D)−1, C∗k = (Il − DK∗)

−1Ck, i = 1, α, j = 1, β,
k = 1, γ.

Наслiдок 3.4 Нехай для деяких матриць X = X⊤ > 0 i
K∗ ∈ KD виконується система матричних нерiвностей (3.98) i
(3.100). Тодi будь-яке керування (3.63) забезпечує асимптотич-
ну стiйкiсть сiм’ї систем (3.1), (3.70), спiльну квадратичну
функцiю Ляпунова v(x) = x⊤Xx та оцiнку функцiонала якостi
J(u, x0) ≤ v(x0).

Для сiм’ї систем (3.1), (3.70), (3.72) виконується аналогiчне
твердження з використанням матричних нерiвностей

R+D⊤
s QDs < P, (3.101) A⊤

i X +XAi + S XBj +N C⊤
k

B⊤
j X +N⊤ R− P D⊤

s

Ck Ds −Q−1

 ≤ 0, (3.102)

де i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ.

Наслiдок 3.5 Нехай для деякої матрицi X = X⊤ > 0 ви-
конується система матричних нерiвностей (3.101) i (3.102).
Тодi будь-яке керування (3.63) забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть сiм’ї систем (3.1), (3.70), (3.72), спiльну квадратичну
функцiю Ляпунова v(x) = x⊤Xx та оцiнку функцiонала якостi
J(u, x0) ≤ v(x0).

Зазначимо, що у твердженнях теореми 3.8 та її наслiдкiв за-
мiсть (3.99), (3.100) та (3.102) можна використати вiдповiднi еквi-
валентнi матричнi нерiвностi (див. зауваження 8.1). Наприклад,
у наслiдку 3.5 сумiснiсть системи ЛМН[

A⊤
i X +XAi + S + C⊤

k QCk XBj +N + C⊤
k QDs

B⊤
j X +N⊤ +D⊤

s QCk R+D⊤
s QDs − P

]
≤ 0,

R+D⊤
s QDs < P, X = X⊤ > 0, i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ,
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гарантує асимптотичну стiйкiсть сiм’ї систем керування
(3.1), (3.70), (3.72), спiльну квадратичну функцiю Ляпунова
v(x) = x⊤Xx та оцiнку функцiонала якостi J(u, x0) ≤ v(x0).

На пiдставi теореми 3.8 та її наслiдкiв можна сформулювати
такi задачi оптимiзацiї системи (3.1) та сiмей систем (3.1), (3.70) i
(3.1), (3.70), (3.72):
1) мiнiмiзувати ω = v(x0) за умов (3.98), (3.99) i X = X⊤ > 0;
2) мiнiмiзувати ω = v(x0) за умов (3.98), (3.100) i X = X⊤ > 0;
3) мiнiмiзувати ω = v(x0) за умов (3.101), (3.102) i X = X⊤ > 0.

Для розв’язування цих задач можна застосовувати методи ма-
тематичного програмування. Параметрами оптимiзацiї можуть
бути додатно визначенi матрицi функцiї Ляпунова (X), елiпсої-
да коефiцiєнтiв зворотного зв’язку (P i Q), а також функцiонала
якостi (Φ). При цьому результати розрахункiв залежить вiд по-
чаткового вектора x0.

Зазначимо, що замiсть (3.74) можна використовувати усеред-
нений за початковими умовами квадратичний функцiонал

J0(u) =

∫
S0

µ(x0) J(u, x0) dx0, (3.103)

де µ(x0) ≥ 0 — задана функцiя на множинi S0 ⊆ Rn. За умови
(3.95) маємо верхню оцiнку функцiонала (3.103):

J0(u) = tr (ΣX) ≤ µ0 λmax(X),

де Σ =
∫
S0

µ(x0)x0x
⊤
0 dx0, µ0 =

∫
S0

µ(x0)∥x0∥2 dx0. Тому в сформу-

льованих задачах оптимiзацiї 1—3 можна використовувати цiльовi
функцiї ω = tr (ΣX) або ω = µ0 λmax(X).

3.5 Стабiлiзацiя дескрипторних систем

Розглянемо дескрипторну систему керування:

Eẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, (3.104)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування
та спостережуваного виходу. Якщо матриця E невироджена, то
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цю систему можна подати у виглядi (3.1). У загальному випадку
задачi стабiлiзацiї системи (3.104) за допомогою статичних i дина-
мiчних регуляторiв iстотно ускладнюються. Вивчимо можливiсть
побудови стабiлiзовного динамiчного зворотного зв’язку:

F ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, (3.105)

де ξ ∈ Rr — вектор стану динамiчного регулятора, F , Z, V , U i
K− шуканi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Спiввiдношення (3.104) i (3.105) можна подати у виглядi

Ê ˙̂x = Âx̂+ B̂û, ŷ = Ĉx̂+ D̂û, û = K̂ŷ, (3.106)

де

x̂ =

[
x
ξ

]
, ŷ =

[
y
ξ

]
, û =

[
u

F ξ̇

]
, K̂ =

[
K U
V Z

]
,

Ê =

[
E 0n×r

0r×n F

]
, Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂ =

[
B 0n×r

0r×m Ir

]
,

Ĉ =

[
C 0l×r

0r×n Ir

]
, D̂ =

[
D 0l×r

0r×m 0r×r

]
,

При K ∈ KD замкнена система (3.106) має вигляд

Ê ˙̂x = M̂ x̂, M̂ = Â+ B̂D̂(K̂)Ĉ. (3.107)

Наступне твердження, що узагальнює теорему 3.5, дає умо-
ви iснування стабiлiзовного регулятора за станом асимптотичного
спостерiгача системи (3.104) вигляду

Eξ̇ = Aξ +Bu+G(y − Cξ −Du). (3.108)

Теорема 3.9 Нехай система

Eẋ = Ax+Bu (3.109)

стабiлiзовна за допомогою статичного зворотного зв’язку за
станом, а система

Eẋ = Ax, y = Cx, (3.110)
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детектовна. Тодi iснує динамiчний регулятор (3.105) на базi спо-
стерiгача повного порядку (3.108), який забезпечує асимптотич-
ну стiйкiсть замкненої системи (3.107).

Доведення. Покладемо у системi (3.105)

F = E, Z = A−GC + (B −GD)U, V = G+ (B −GD)K, (3.111)

де K ∈ KD, U ∈ Rm×n i G ∈ Rn×l — деякi матрицi. Тодi перше
рiвняння (3.105) описує динамiку спостерiгача (3.108), а замкнену
систему (3.107) подають у виглядi

Ẽ ˙̃x = M̃x̃, Ẽ=

[
E 0n×n

0n×n E

]
, M̃=

[
M0 B(Im −KD)−1U
0n×n M1

]
,

де x̃⊤ =
[
x⊤, e⊤

]
, M0 = A+B(Im−KD)−1(U+KC), M1 = A−GC,

e = ξ − x. Зокрема, якщо K = 0, то M0 = A+BU .
Стабiлiзовнiсть системи (3.109) означає, що iснує матриця K0

така, що всi власнi числа в’язки матриць L0(λ) = A + BK0 − λE
розташованi у пiвплощинi C−. Аналогiчно, детектовнiсть системи
(3.110) забезпечує iснування матрицi K1 такої, що всi власнi числа
в’язки матриць L1(λ) = A+K1C − λE належать пiвплощинi C−.

Покладемо U = −KC + (Im−KD)K0 i G = −K1, де K ∈ KD−
будь-яка матриця. Тодi спектр замкненої системи (3.107), що скла-
дається з об’єднання спектрiв в’язок матриць L0(λ) i L1(λ), розта-
шований в C− i ця система асимптотично стiйка. 2

Теорема 3.10 [152] Система (3.104) стабiлiзовна за допомо-
гою динамiчного регулятора (3.105) так, що замкнена система
(3.107) є допустимою (див. пiдрозд. 5.3), тодi i лише тодi, коли
сумiсна щодо X, Y , P i Q система спiввiдношень:[

E⊤ 0
0 E

] [
X In
In Y

]
=

[
X⊤ In
In Y ⊤

] [
E 0
0 E⊤

]
,

A⊤X +X⊤A < PC + C⊤P⊤, AY + Y ⊤A⊤ < BQ+Q⊤B⊤.

При цьому матрицi регулятора можна визначити як

Z = (X−Y −1)−1⊤(A⊤Y −1+X⊤A−X⊤BQY −1−PC+PDQY −1),

F = E, V = (X − Y −1)−1⊤P, U = −QY −1, K = 0.
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Наведемо умови стабiлiзовностi системи (3.109) за допомогою
статичного зворотного зв’язку за станом.

Теорема 3.11 [152] Для системи (3.109) iснує стабiлiзовний
регулятор u = Kx, за якого замкнена система допустима, тодi
i лише тодi, коли сумiсна щодо Y , S i G система ЛМН:

AX +X⊤A⊤ +BY + Y ⊤B⊤ < 0, S = S⊤ > 0,

де X = SE⊤ +WEG, WE — матриця, стовпцi якої утворюють
базис ядра KerE. При цьому матрицю регулятора можна визна-
чити як K = Y X−1.



Роздiл 4

Псевдолiнiйнi системи керування

У цьому роздiлi розглядаються нелiнiйнi системи керування, якi
внаслiдок застосування зворотного зв’язку подаються у векторно-
матричнiй псевдолiнiйнiй формi:

ẋ =M(x, t)x, t ≥ 0, (4.1)

де M — матриця розмiру n × n, що неперервно залежить вiд
стану x ∈ Rn i часу t. Припускатимемо, що стан рiвноваги
x ≡ 0 таких систем є iзольованим, тобто в деякому околi точки
x = 0 немає iнших станiв рiвноваги. Вивчаючи стiйкiсть дано-
го стану, використовують метод квадратичних функцiй Ляпунова
v(x, t) = x⊤X(t)x з неперервно диференцiйованою додатно визна-
ченою матрицею X(t). Похiднi за часом таких функцiй в силу
системи (4.1) подаються у виглядi

v̇(x, t) = x⊤Y (x, t)x, Y (x, t) = Ẋ +M⊤X +XM.

4.1 Статичнi та динамiчнi регулятори

Розглянемо нелiнiйну систему керування

ẋ = f(x, u, t), y = g(x, u, t), (4.2)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керуван-
ня та спостережуваного виходу об’єкта, f i g — заданi векторнi
функцiї, t ≥ t0. Якщо f i g не залежать вiд часу t, то система
є автономною . Ця система керування має прямий зв’язок, як-
що g явно залежить вiд u. Одна iз головних задач для системи
(4.2) полягає в побудовi законiв керування u(t), що забезпечують
виконання певних вимог, включаючи стiйкiсть розв’язкiв. Зазви-
чай, задача стiйкостi заданого розв’язку x(t) зводиться до аналiзу

133
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стiйкостi стану x ≡ 0. При цьому повиннi виконуватися тотожно-
стi f(0, 0, t) ≡ 0 i g(0, 0, t) ≡ 0, а також умови iснування та єдиностi
розв’язкiв у деякому околi нульового стану.

Практичне застосування мають закони керування, побудованi
у виглядi статичного або динамiчного зворотних зв’язкiв. Ста-
тичний зворотний зв’язок системи (4.2) має вигляд

u = k(y, t), (4.3)

де k — векторна функцiя, що пiдлягає визначенню. Бiльшi мож-
ливостi у задачах керування, порiвняно зi статичним зворотним
зв’язком, мають динамiчнi регулятори порядку r:

ξ̇ = d(ξ, y, t), u = k(ξ, y, t), (4.4)

де ξ ∈ Rr — вектор стану регулятора, d i k — шуканi векторнi
функцiї. Спiввiдношення (4.3) i (4.4) визначають вiдповiдно ста-
тичний та динамiчний зворотнi зв’язки за виходом. У випадку
y ≡ x цi спiввiдношення визначають вiдповiдно статичний та ди-
намiчний зворотнi зв’язки за станом.

Задачi керованостi, спостережуваностi, стабiлiзацiї та детекто-
ваностi в лiнiйнiй постановцi добре вивченi. Для класу нелiнiйних
систем (4.2) зазначенi характеристики в загальному випадку ма-
ють лише локальний характер i визначаються в певнiй обмеженiй
областi простору станiв або в околi дослiджуваних станiв (про-
грамних траєкторiй). При цьому велика кiлькiсть результатiв до-
слiдження таких задач отримано на базi унiверсального прийому
— методу лiнеаризацiї системи та зворотного зв’язку в околi про-
грамних траєкторiй.

Розглянемо клас нелiнiйних неавтономних систем керування у
векторно-матричнiй формi

ẋ = A(x, t)x+B(x, t)u, y = C(x, t)x+D(x, t)u, (4.5)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rl, а матричнi функцiї A, B, C i
D вiдповiдних розмiрiв неперервнi при (x, t) ∈ S0 × [0,∞), де
S0 = {x ∈ Rn : ∥x∥ ≤ h} — окiл точки x = 0. Система (4.5)
при u = 0 має нульовий стан рiвноваги.
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Рiвняння статичного регулятора має вигляд

u = K(x, t) y, (4.6)

де K — невiдома матрична функцiя така, що

det[Im −K(x, t)D(x, t)] ̸= 0, x ∈ S0, t ≥ 0. (4.7)

За умов (4.7) замкнена система (4.5), (4.6) подається у виглядi

ẋ =M(x, t)x, M(x, t) = A+BD(K)C, (4.8)

де D(K) = (Im−KD)−1K. Надалi цiкавою є поведiнка розв’язкiв
системи (4.8) в околi S0 нульового стану при t ≥ 0.

Нелiнiйний динамiчний зворотний зв’язок порядку r для си-
стеми (4.5) визначаємо як

ξ̇ = Z(ξ, t) ξ + V (ξ, t) y, u = U(ξ, t) ξ +K(ξ, t) y, (4.9)

де ξ ∈ Rr. Система керування (4.5) з динамiчним зворотним
зв’язком (4.9) порядку r ̸= 0, як i у лiнiйному випадку (див. ле-
му 3.2), зводиться до аналогiчної системи керування з нелiнiйним
статичним зворотним зв’язком.

Використовуючи критерiї стабiлiзовностi лiнiйних систем (див.
розд. 3), можна сформулювати способи побудови статичних i ди-
намiчних регуляторiв, що забезпечують асимптотичну стiйкiсть
стану x ≡ 0 деяких пiдкласiв нелiнiйних систем вигляду (4.5).
Наприклад, для нелiнiйної автономної системи

ẋ = A(x)x+B(x)u, y = C(x)x+D(x)u, (4.10)

виконуються такi твердження.

Теорема 4.1 Нехай iснує матриця X = X⊤ > 0, що задо-
вольняє нерiвнiсть

B⊥⊤
0 (A0X +XA⊤

0 + 2αX)B⊥
0 < 0 (4.11)

i одне з еквiвалентних спiввiдношень

i(∆) = {l, n, 0} або C⊥
0 (A⊤

0 Y + Y A0 + 2αY )C⊥⊤
0 < 0, (4.12)
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де α ≥ 0, A0 = A(0), B0 = B(0), C0 = C(0), Y = X−1,

∆ =

[
A0X +XA⊤

0 + 2αX XC⊤
0

C0X 0

]
.

Тодi статичний регулятор

u = K∗y, K∗ = (Im +K0D0)
−1K0, (4.13)

де D0 = D(0), det(Im +K0D0) ̸= 0, K0 — розв’язок ЛМН

A0X +XA⊤
0 + 2αX +B0K0C0X +XC⊤

0 K
⊤
0 B

⊤
0 < 0, (4.14)

забезпечує асимптотичну стiйкiсть стану x ≡ 0 системи (4.10)
та квадратичну функцiю Ляпунова v(x) = x⊤Y x.

За умов теореми 4.1 з огляду на неперервнiсть матричних ко-
ефiцiєнтiв в околi x ∈ S0 виконуються спiввiдношення

M(x)X +XM⊤(x) + 2αX < 0, M(x)⊤Y + YM(x) + 2αY < 0.

Тут M(x) = A(x) + B(x)K̃(x)C(x), K̃(x) =
(
Im −K∗D(x))

)−1
K∗,

K̃(0) = K0. При цьому похiдна функцiї v(x) в силу замкненої
системи (4.10), (4.13) v̇(x) < −2αv(x) ≤ 0, а спектр матрицi M(x)
при x ∈ S0 розташований в пiвплощинi Reλ < −α.

Аналогiчно, на пiдставi теорем 3.4 i 3.5 можна сформулювати
достатнi умови iснування та способи побудови динамiчного ре-
гулятора, що забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового стану
системи (4.10). При цьому побудова динамiчного регулятора по-
вного порядку зводиться до розв’язування системи ЛМН (див.
пiдрозд. 3.2).

4.2 Робастна стабiлiзацiя нелiнiйних систем

Розглянемо нелiнiйну систему керування (4.5) зi статичним ре-
гулятором (4.6). Припустимо, що для деякої матричної функцiї
K∗(x, t), яка задовольняє умову (4.7), стан рiвноваги x ≡ 0 систе-
ми

ẋ =M∗(x, t)x, M∗(x, t) = A+BD(K∗)C, (4.15)
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є iзольованим i асимптотично стiйким. Побудуємо множину ста-
бiлiзовних матриць зворотного зв’язку (4.6) у виглядi

K(x, t) = K∗(x, t) + K̃(x, t), K̃(x, t) ∈ K, (4.16)

де K — елiпсоїд (3.64) у просторi Rm×l. Залежнiсть вiд x i t усiх
матриць A, B, C, D, K∗ i K̃ будемо вважати неперервною i для
простоти не вказувати. Матрицi P = P⊤ > 0 i Q = Q⊤ > 0,
що визначають елiпсоїд K, вважаємо сталими, хоча в подальших
викладках вони також можуть залежати вiд x i t.

Згiдно з (4.5), (4.6), (4.16) виконується нерiвнiсть z⊤Pz ≤ y⊤Qy
або

[x⊤, u⊤]

[
C⊤QC − C⊤K⊤

∗ PK∗C C⊤QD + C⊤K⊤
∗ PG

D⊤QC +G⊤PK∗C D⊤QD −G⊤PG

][
x
u

]
≥ 0.

Тут z = Gu−K∗Cx i G = Im −K∗D. Припустимо, що

∆(x, t) = D⊤QD −G⊤PG < 0, x ∈ S0, t ≥ 0, (4.17)

Тодi iз x = 0 випливає u = 0. Це означає, що x ≡ 0 є спiльним ста-
ном рiвноваги замкненої системи для кожної матрицi регулятора
(4.16).

Теорема 4.2 Нехай для деяких матричних функцiй K∗(x, t) i
X(t) = X⊤(t) виконуються спiввiдношення (4.17) i

ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, 0 < ε1 ≤ ε2, t ≥ 0, (4.18)

Ω(t) =

 Ẋ +M⊤
∗ X +XM∗ + ε0In XB∗ C⊤

∗
B⊤

∗ X −P D⊤
∗

C∗ D∗ −Q−1

 ≤ 0, (4.19)

де ε0 > 0, M∗ = A + BD(K∗)C, B∗ = B(Im − K∗D)−1,
C∗ = (Il − DK∗)

−1C, D∗ = D(Im − K∗D)−1, x = 0, t ≥ 0. Тодi
будь-яке керування (4.6), (4.16) забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть стану x ≡ 0 системи (4.5) та спiльну квадратичну функ-
цiю Ляпунова v(x) = x⊤X(t)x.
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Доведення. За умови (4.17) матриця G має бути невиродже-
ною. Тому для будь-яких x ∈ S0 i t ≥ 0 визначено значення опе-
ратора D(K∗) = (Im − K∗D)−1K∗. Якщо K̃ ∈ K, то визначено
також значення операторiв D(K) i D∗(K̃) = (Im − K̃D∗)

−1K̃, де
K = K∗ + K̃ (див. доведення теореми 3.6).

Побудуємо функцiю Ляпунова для замкненої системи (4.8)
як v(x, t) = x⊤X(t)x. За умов (4.18) виконується оцiнка
ε1∥x∥2 ≤ v(x, t) ≤ ε2∥x∥2, t ≥ 0 . Для того, щоб похiдна функцiї
v(x, t) в силу системи (4.8) в околi S0 точки x = 0 задовольняла
оцiнку v̇(x, t) ≤ −ε∥x∥2, де ε > 0, достатньо виконання матричної
нерiвностi

Ẋ +M⊤X +XM + εIn ≤ 0, x ∈ S0, t ≥ 0. (4.20)

При цьому за другою теоремою Ляпунова стан x ≡ 0 цiєї систе-
ми рiвномiрно асимптотично стiйкий. Умова (4.20) означає, що
sup

x∈S0,t≥0
ω(x, t) ≤ −ε, де ω(x, t) = λmax(Ẋ +M⊤X +XM).

Разом з (4.20) розглянемо умову sup
t≥0

ω(0, t) ≤ −ε0, тобто

Ẋ +M⊤
0 (t)X +XM0(t) + ε0In ≤ 0, (4.21)

де ε0 > ε, M0(t) = A(0, t) +B(0, t)D0

(
K(0, t)

)
C(0, t), t ≥ 0,

D0(K) =
(
Im − KD(0, t)

)−1
K. З мiркувань неперервностi зрозу-

мiло, що iснує окiл S0 точки x = 0, для якого (4.20) є наслiдком
(4.21). Використовуючи властивiсть (3.42) оператора D0, запише-
мо нерiвнiсть (4.21) у виглядi

F∗(K̃) =W + U⊤D∗(K̃)V + V ⊤D⊤
∗ (K̃)U ≤ 0, x = 0, t ≥ 0,

де W = Ẋ + M⊤
∗ X + XM∗ + ε0In, U = B⊤

∗ X, V = C∗. Засто-
совуючи лему про матричну невизначенiсть 8.10 для оператора
F∗(K̃), отримаємо умови вигляду (4.17) i (4.19), за яких вико-
нується матрична нерiвнiсть (4.21) i, отже, (4.20) для будь-якої
матрицi K̃ ∈ K. 2

Зауваження 4.1 Теорема 4.2 гарантує стiйкiсть за Ляпуно-
вим стану x ≡ 0 системи (4.5) на множинi керувань (4.6), (4.16), а
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також спiльну квадратичну функцiю Ляпунова v(x) = x⊤X(t)x,
якщо замiсть (4.18) i (4.19) використати слабшi умови ε1In ≤ X(t)
i Ω(t) ≤ 0 при ε1 > 0, ε0 = 0, x = 0 i t ≥ 0.

Сформулюємо наслiдки теореми 4.2 за наявностi функцiональ-
них невизначеностей

A(0, t) ∈ Co
{
A1, . . . , Aα

}
, t ≥ 0,

B(0, t) ∈ Co
{
B1, . . . , Bβ

}
, t ≥ 0,

C(0, t) ∈ Co
{
C1, . . . , Cγ

}
, t ≥ 0,

(4.22)

де заданi набори сталих матриць Ai, Bj i Ck є вершинами деяких
полiтопiв у вiдповiдних просторах Rn×n, Rn×m i Rl×n. Побудуємо
систему лiнiйних диференцiальних матричних нерiвностей: Ẋ +M⊤

ijkX +XMijk + ε0In XBj∗ C⊤
k∗

B⊤
j∗X −P D⊤

∗
Ck∗ D∗ −Q−1

 ≤ 0, (4.23)

i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, ε0 > 0, x = 0, t ≥ 0,
де Mijk = Ai + BjD(K∗)Ck, Bj∗ = Bj(Im − K∗D)−1,
Ck∗ = (Il −DK∗)

−1Ck.

Наслiдок 4.1 Нехай для деяких матриць X(t) = X⊤(t) i
K∗(x, t) виконується система матричних нерiвностей (4.17),
(4.18) i (4.23). Тодi будь-яке керування (4.6), (4.16) забезпечує
асимптотичну стiйкiсть стану x ≡ 0 сiм’ї систем (4.5), (4.22)
i спiльну квадратичну функцiю Ляпунова v(x) = x⊤X(t)x.

Нехай поряд з (4.22) виконуються умови

K∗ ≡ 0, D(0, t) ∈ Co
{
D1, . . . , Dδ

}
, t ≥ 0. (4.24)

Тодi спiввiдношення (4.17) i (4.23) випливають iз системи строгих
нерiвностей Ẋ +A⊤

i X +XAi + ε0In XBj C⊤
k

B⊤
j X −P D⊤

s

Ck Ds −Q−1

 < 0, (4.25)

i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ, ε0 > 0, t ≥ 0.
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Наслiдок 4.2 Нехай для деякої матрицi X(t) = X⊤(t) ви-
конується система матричних нерiвностей (4.18) i (4.25). Тодi
будь-яке керування (4.6), (4.16) при K∗ ≡ 0 забезпечує асимпто-
тичну стiйкiсть сiм’ї систем (4.5), (4.22), (4.24) i спiльну квад-
ратичну функцiю Ляпунова v(x) = x⊤X(t)x.

Використовуючи теорему 4.2 та її наслiдки 4.1 i 4.2, можна шу-
кати спiльну квадратичну функцiю Ляпунова зi сталою матрицею
X = X⊤ > 0. У цьому випадку лiнiйнi матричнi нерiвностi (4.19),
(4.23) i (4.25) є алгебричними (Ẋ = 0). При цьому можна покла-
сти ε0 = 0 i вимагати виконання вiдповiдних строгих матричних
нерiвностей.

4.3 Оцiнка квадратичного критерiю якостi за умов
невизначеностi

Розглянемо систему керування (4.5) та квадратичний функцiонал
якостi

J(u, x0) =

∫ ∞

0
φ(x, u, t) dt, (4.26)

де

φ(x, u, t) =
[
x⊤, u⊤

]
Φ

[
x
u

]
, Φ(t) =

[
S(t) N(t)
N⊤(t) R(t)

]
,

x0 = x(0) ∈ S0 — вектор початкового стану, а блоки симетричної
матрицi Φ для деякого η > 0 задовольняють умови

S ≥ NR−1N⊤ + η In, R > 0, t ≥ 0. (4.27)

Потрiбно описати множину керувань (4.6), (4.16), що забез-
печують асимптотичну стiйкiсть нульового розв’язку замкненої
системи та оцiнку функцiонала J(u, x0) ≤ ω. Цю задачу, як
i ранiше, розв’язуємо методом квадратичної функцiї Ляпунова
v(x, t) = x⊤X(t)x з неперервно диференцiйованою матрицеюX(t),
яка задовольняє умови (4.18). За умов (4.16) i (4.17) визначено
значення операторiв D(K), D(K∗) i D∗(K̃) = (Im − K̃D∗)

−1K̃, де
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D∗ = (Il −DK∗)
−1D (див. доведення теореми 3.6). При цьому за-

мкнена система подається у виглядi (4.8), а похiдна функцiї v в
силу системи та пiдiнтегральний вираз у (4.26) мають вигляд

v̇(x, t) = x⊤
(
M⊤X +XM

)
x, φ(x, u, t) = x⊤L⊤ΦLx,

деM(x, t) = A+BD(K)C, L⊤(x, t) = [ In, C
⊤D⊤(K) ],K = K∗+K̃.

Вимагаємо, щоб поряд з (4.17) i (4.18) виконувались спiввiдношен-
ня

v̇(x, t) ≤ −φ(x, u, t) ≤ −η ∥x∥2, x ∈ S0, t ≥ 0. (4.28)

Тут η > 0, S0 — окiл точки x = 0, що мiстить x0. Для цього
достатньо виконання матричних нерiвностей (4.27) i

Ẋ +M⊤
0 X +XM0 + L⊤

0 ΦL0 + ε0In ≤ 0, t ≥ 0, (4.29)

де M0 = M(0, t), L0 = L(0, t), ε0 > 0. За умов (4.18) i (4.28)
нульовий розв’язок замкненої системи (4.8) асимптотично стiйкий
i виконується верхня оцiнка функцiонала (4.26):

J(u, x0) ≤ −
∫ ∞

0

d

dt
v(x, t) dt = x⊤0 X(0)x0 = ω. (4.30)

Матриця M0 в (4.29) мiстить вираз оператора
D0(K) =

(
Im − KD(0, t)

)−1
K. Використовуючи властивiсть

(3.42) цього оператора, перепишемо спiввiдношення (4.29) у
виглядi F∗(K̃) ≤ 0, де

F∗(K̃)=W + U⊤D∗(K̃)V + V ⊤D⊤
∗ (K̃)U + V ⊤D⊤

∗ (K̃)R∗D∗(K̃)V,

W = Ẋ +M⊤
∗ X +XM∗ +Φ∗ + ε0In,

U = B⊤
∗ X +N⊤

∗ +R∗K∗C, V = C∗,

M∗ = A+BD(K∗)C, Φ∗ = L⊤
∗ ΦL∗, L

⊤
∗ =

[
In, C

⊤D⊤(K∗)
]
,

B∗ = B(Im−K∗D)−1, C∗ = (Il−DK∗)
−1C, D∗ = D(Im−K∗D)−1,

N∗ = N(Im −K∗D)−1, R∗ = (Im −K∗D)−1⊤R(Im −K∗D)−1.

Застосовуючи лему про матричну невизначенiсть 8.10 для опе-
ратора F∗(K̃), отримуємо такий результат.
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Теорема 4.3 Нехай для деяких матричних функцiй
X(t) = X⊤(t) i K∗(x, t) виконуються спiввiдношення (4.18)
i

R∗ +D⊤
∗ QD∗ < P, (4.31) W(X) + Φ∗ + ε0In XB∗ +N∗ + C⊤K⊤

∗ R∗ C⊤
∗

B⊤
∗ X +N⊤

∗ +R∗K∗C R∗ − P D⊤
∗

C∗ D∗ −Q−1

 ≤ 0,

(4.32)
де W(X) = Ẋ + M⊤

∗ X + XM∗, ε0 > 0, x = 0, t ≥ 0. Тодi
будь-яке керування (4.6), (4.16) забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть стану x ≡ 0 системи (4.5), спiльну квадратичну функ-
цiю Ляпунова v(x, t) = x⊤X(t)x та оцiнку функцiонала якостi
J(u, x0) ≤ v(x0, 0) = x⊤0 X(0)x0.

Очевидно, що умова (4.17) є наслiдком нерiвностi (4.31). Твер-
дження теореми 4.3 виконується для сiм’ї систем (4.5), (4.22), як-
що замiсть (4.32) використати спiввiдношення Wijk(X) + Φk + ε0In XB∗j +N∗ + C⊤

k K
⊤
∗ R∗ C⊤

∗k
B⊤

∗jX +N⊤
∗ +R∗K∗Ck R∗ − P D⊤

∗
C∗k D∗ −Q−1

 ≤ 0,

(4.33)
де i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, ε0 > 0, x = 0, t ≥ 0,

Wijk(X) = Ẋ +M⊤
ijkX +XMijk, Mijk = Ai +BjD(K∗)Ck,

Φk = L⊤
k ΦLk, L

⊤
k = [ In, C

⊤
k D

⊤(K∗) ],

B∗j = Bj(Im −K∗D)−1, C∗k = (Il −DK∗)
−1Ck.

Наслiдок 4.3 Нехай для деяких матриць X(t) = X⊤(t) i
K∗(x, t) виконується система матричних нерiвностей (4.18),
(4.31) i (4.33). Тодi будь-яке керування (4.6), (4.16) забезпечує
асимптотичну стiйкiсть стану x ≡ 0 сiм’ї систем (4.5), (4.22),
спiльну квадратичну функцiю Ляпунова v(x, t) = x⊤X(t)x та
оцiнку функцiонала якостi J(u, x0) ≤ v(x0, 0).
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Для сiм’ї систем (4.5), (4.22), (4.24) виконується аналогiчне
твердження з використанням строгих матричних нерiвностей Ẋ +A⊤

i X +XAi + S + ε0In XBj +N C⊤
k

B⊤
j X +N⊤ R− P D⊤

s

Ck Ds −Q−1

 < 0, (4.34)

де i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ, ε0 > 0, t ≥ 0.
Iз (4.34) випливають спiввiдношення

D⊤
s QDs < R+D⊤

s QDs < P, s = 1, δ, t ≥ 0.

При цьому за лемою 1.22 виконується умова (4.17) при K∗ ≡ 0.

Наслiдок 4.4 Нехай для деякої матрицi X(t) = X⊤(t) ви-
конується система матричних нерiвностей (4.18) i (4.34). Тодi
будь-яке керування (4.6), (4.16) забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть стану x ≡ 0 сiм’ї систем (4.5), (4.22), (4.24), спiльну квад-
ратичну функцiю Ляпунова v(x, t) = x⊤X(t)x та оцiнку функцiо-
нала якостi J(u, x0) ≤ v(x0, 0).

На пiдставi теореми 4.3 та її наслiдкiв можна сформулюва-
ти задачi оптимiзацiї системи (4.5), а також сiмей систем (4.5),
(4.22) i (4.5), (4.22), (4.24), тобто мiнiмiзацiї максимального зна-
чення функцiонала якостi ω = x⊤0 X(0)x0 за вiдповiдних обмежень
у виглядi матричних нерiвностей (див. пiдрозд. 3.4). При цьому
можна використовувати також усереднений за початковим векто-
ром x0 функцiонал (3.103).

4.4 Системи керування механiчними об’єктами

У задачах керування механiчними об’єктами використовуються
лiнiйнi та нелiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь другого по-
рядку:

A2 ẍ+A1 ẋ+A0 x = B0 u, y = C0 x+ C1 ẋ+Du, (4.35)

де x, ẋ ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно узагальнених
координат, узагальнених швидкостей, керування та вимiрюваного
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виходу, а матричнi коефiцiєнти A0, A1, A2, B0, C0, C1 i D вiдпо-
вiдних розмiрiв n × n, n × n, n × n, n × m, l × n, l × n i l × m
можуть неперервно залежати вiд x, ẋ i t в околi стану рiвноваги
x = ẋ = 0 при t ≥ 0. Надалi припускаємо, що матриця iнерцiї A2

явно не залежить вiд часу t, а всi матрицi, що залежать вiд x i ẋ,
визначенi в околi S0 нульового стану рiвноваги.

Запишемо систему керування (4.35) як

E(z) ż = A(z, t) z +B(z, t)u, y = C(z, t) z +D(z, t)u, (4.36)

де z = [x⊤, ẋ⊤]⊤ — вектор повного стану системи

E =

[
In 0
0 A2

]
, A =

[
0 In

−A0 −A1

]
, B =

[
0
B0

]
, C = [C0, C1 ].

Побудуємо множину стабiлiзовних керувань для системи (4.36)
у виглядi статичного зворотного зв’язку:

u = K(z, t) y, K ∈ K∗ =
{
K∗ + K̃ : K̃ ∈ K

}
, (4.37)

де K∗ ∈ Rm×l — матриця коефiцiєнтiв зворотного зв’язку, що за-
безпечує асимптотичну стiйкiсть стану z ≡ 0, K – елiпсоїдаль-
на множина допустимих збурень K̃ матрицi K∗ вигляду (3.64),
яку визначають матрицi P = P⊤ > 0 i Q = Q⊤ > 0 вiдповiд-
них розмiрiв m × m i l × l. При цьому вимагаємо, щоб на мно-
жинi матриць зворотного зв’язку K∗ було визначено оператор
D(K) = (Im −KD)−1K, тобто K∗ ⊆ KD.

Замкнена система (4.36), (4.37) при K ∈ KD має вигляд

E(z) ż =M(z, t) z, (4.38)

деM(z, t) = A+BD(K)C. Тому твердження теореми 2.7 при φ ≡ 0
та леми 8.10 дають змогу сформулювати аналоги теорем 4.2, 4.3
та їхнi наслiдки для класу систем (4.36).

Теорема 4.4 Нехай для деяких матричних функцiй
X(t) = X⊤(t) i K∗(z, t) виконуються спiввiдношення (4.18)
i  E⊤ẊE +M⊤

∗ XE + E⊤XM∗ + ε0In E⊤XB∗ C⊤
∗

B⊤
∗ XE −P D⊤

∗
C∗ D∗ −Q−1

 < 0,

(4.39)
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де ε0 > 0, M∗ = A + BD(K∗)C, B∗ = B(Im − K∗D)−1,
C∗ = (Il − DK∗)

−1C, D∗ = D(Im − K∗D)−1, z = 0, t ≥ 0.
Тодi будь-яке керування (4.37) забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть стану z ≡ 0 системи (4.36) та спiльну функцiю Ляпунова
v(z, t) = z⊤E⊤

0 X(t)E0z, де E0 = E(0).

Використовуючи блочне подання невiдомої матрицi

X =

[
X1 X3

X⊤
3 X2

]
> 0, (4.40)

де X1 = X⊤
1 , X2 = X⊤

2 i X3 — блоки розмiру n× n, спiввiдно-
шення (4.39) можна записати в термiнах матричних коефiцiєнтiв
вихiдної системи (4.35):

Ω(t) =


Ω11 Ω12 X3B0∗ C⊤

0∗
Ω21 Ω22 A⊤

2 X2B0∗ C⊤
1∗

B⊤
0∗X

⊤
3 B⊤

0∗X2A2 −P D⊤
∗

C0∗ C1∗ D∗ −Q−1

 < 0. (4.41)

Тут
Ω11 = Ẋ1 +A⊤

0∗X
⊤
3 +X3A0∗ + ε0In,

Ω21 = Ω⊤
12 = A⊤

2 Ẋ
⊤
3 +X1 +A⊤

1∗X
⊤
3 +A⊤

2 X2A0∗,

Ω22 = A⊤
2 Ẋ2A2 +A⊤

2 X
⊤
3 +X3A2 +A⊤

2 X2A1∗ +A⊤
1∗X2A2 + ε0In,

A0∗ = B0K0∗C0 −A0, A1∗ = B0K0∗C1 −A1, K0∗ = D(K∗),

B0∗=B0(Im−K∗D)−1, C0∗=(Il−DK∗)
−1C0, C1∗=(Il−DK∗)

−1C1.

Припустимо, що значення матричних коефiцiєнтiв системи
(4.35) при z = 0 i t ≥ 0 невизначенi:

A0 ∈ Co
{
A01, . . . , A0α0

}
, A1 ∈ Co

{
A11, . . . , A1α1

}
,

B0 ∈ Co
{
B01, . . . , B0β

}
,

C0 ∈ Co
{
C01, . . . , C0γ0

}
, C1 ∈ Co

{
C11, . . . , C1γ1

}
.

(4.42)

За додаткових обмежень на матрицi X i K∗ використовуватимемо
аналогiчнi припущення щодо A2 i D при z = 0 i t ≥ 0:

A2 ∈ Co
{
A21, . . . , A2α2

}
, (4.43)
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D ∈ Co
{
D1, . . . , Dδ

}
. (4.44)

Заданi набори сталих матриць у (4.42)—(4.44) є вершинами дея-
ких полiтопiв у вiдповiдних просторах матриць. Оскiльки всi мат-
ричнi коефiцiєнти системи, крiм A2 i D, входять у вирази блокiв
Ω лiнiйно, то умову (4.39) теореми 4.4 можна подати у виглядi
системи матричних нерiвностей, побудованих у термiнах вершин
полiтопiв (4.42). За наявностi в системi невизначеностi типу (4.43)
слiд використовувати додаткове обмеження Ẋ2 ≥ 0, оскiльки блок
Ω22 мiстить доданок A⊤

2 Ẋ2A2 (див. лему 1.22). Невизначенiсть ти-
пу (4.44) можна застосовувати, наприклад, у випадку K∗ ≡ 0.

Наслiдок 4.5 Нехай сумiсною є система ЛМН зi сталими
матрицями (4.40) i

Ω11 Ω12 X3B0r∗ C⊤
0p∗

Ω21 Ω22 A⊤
2kX2B0r∗ C⊤

1q∗
B⊤

0r∗X
⊤
3 B⊤

0r∗X2A2k −P D⊤
∗

C0p∗ C1q∗ D∗ −Q−1

 < 0, (4.45)

де

Ω11 = A⊤
0irpX

⊤
3 +X3A0irp, Ω21 = X1 +A⊤

1jrqX
⊤
3 +A⊤

2kX2A0irp,

Ω22 = A⊤
2kX

⊤
3 +X3A2k +A⊤

2kX2A1jrq +A⊤
1jrqX2A2k,

A0irp = B0rK0∗C0p −A0i, A1jrq = Br0K0∗C1q −A1j ,

K0∗ = D(K∗), B0r∗ = B0r(Im −K∗D)−1,

C0p∗ = (Il −DK∗)
−1C0p, C1q∗ = (Il −DK∗)

−1C1q,

i = 1, α0, j = 1, α1, k = 1, α2, r = 1, β, p = 1, γ0, q = 1, γ1.

Тодi будь-яке керування (4.37) забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть стану z ≡ 0 сiм’ї систем (4.36), (4.42), (4.43).

Наслiдок 4.6 Нехай сумiсною є система ЛМН зi сталими
матрицями (4.40) i

Ω11 Ω12 X3B0r C⊤
0p

Ω21 Ω22 A⊤
2kX2B0r C⊤

1q

B⊤
0rX

⊤
3 B⊤

0rX2A2k −P D⊤
s

C0p C1q Ds −Q−1

 < 0, (4.46)
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де Ω11 = −A⊤
0iX

⊤
3 −X3A0i, Ω21 = Ω⊤

12 = X1 −A⊤
1jX

⊤
3 −A⊤

2kX2A0i,

Ω22 = A⊤
2kX

⊤
3 +X3A2k −A⊤

2kX2A1j −A⊤
1jX2A2k,

i = 1, α0, j = 1, α1, k = 1, α2, r = 1, β, p = 1, γ0, q = 1, γ1, s = 1, δ.

Тодi будь-яке керування (4.37) при K∗ ≡ 0 забезпечує асимпто-
тичну стiйкiсть стану z ≡ 0 сiм’ї систем (4.36), (4.42)—(4.44).

Розглянемо систему керування (4.36) з квадратичним функцiо-
налом якостi

J(u, z0) =

∫ ∞

0
φ(z, u, t) dt. (4.47)

Тут

z0 = z(0), φ(z, u, t) =
[
z⊤, u⊤

]
Φ(t)

[
z
u

]
,

Φ(t) =

[
S N
N⊤ R

]
, S =

[
S0 S2
S⊤
2 S1

]
, N =

[
N0

N1

]
,

R > 0, S ≥ NR−1N⊤ + η I2n, η > 0, t ≥ 0.

Нехай потрiбно описати множину керувань (4.37), що забез-
печують асимптотичну стiйкiсть стану z ≡ 0 системи (4.36) та
верхню оцiнку функцiонала (4.47).

Теорема 4.5 Нехай для деяких матричних функцiй
X(t) = X⊤(t) i K∗(z, t) виконуються спiввiдношення (4.18)
i  W(X) + Φ∗ + ε0I2n E⊤XB∗+N∗+ C⊤K⊤

∗ R∗ C⊤
∗

B⊤
∗ XE +N⊤

∗ +R∗K∗C R∗ − P D⊤
∗

C∗ D∗ −Q−1

 < 0,

де W(X) = E⊤ẊE +M⊤
∗ XE + E⊤XM∗, Φ∗ = L⊤

∗ ΦL∗, ε0 > 0,
M∗ = A+BD(K∗)C, B∗ = B(Im −K∗D)−1, C∗ = (Il −DK∗)

−1C,
D∗ = D(Im −K∗D)−1, R∗ = (Im −K∗D)−1⊤R (Im −K∗D)−1,
N∗ = N(Im −K∗D)−1, L⊤

∗ =
[
I2n, C

⊤D⊤(K∗)
]
, z = 0, t ≥ 0.

Тодi будь-яке керування (4.37) забезпечує асимптотичну
стiйкiсть стану z ≡ 0 системи (4.36), спiльну квадратичну
функцiю Ляпунова v(z, t) = z⊤E⊤

0 X(t)E0z, де E0 = E(0), та оцiн-
ку функцiонала якостi J(u, z0) ≤ v(z0, 0).
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Наслiдок 4.7 Нехай сумiсною є система ЛМН зi сталими
матрицями (4.40) i

Ω11 Ω12 U⊤
0rp C⊤

0p∗
Ω21 Ω22 U⊤

1krq C⊤
1q∗

U0rp U1krq R∗ − P D⊤
∗

C0p∗ C1q∗ D∗ −Q−1

 < 0, (4.48)

де
Ω11 = A⊤

0irpX
⊤
3 +X3A0irp + S0 + C⊤

0pK
⊤
0 N

⊤
0 +

+N0K0C0p + C⊤
0pK

⊤
0 RK0C0p,

Ω21 = Ω⊤
12 = X1 +A⊤

1jrqX
⊤
3 +A⊤

2kX2A0irp + S⊤
2 + C⊤

1qK
⊤
0 N

⊤
0 +

+N1K0C0p + C⊤
1qK

⊤
0 RK0C0p,

Ω22 = A⊤
2kX

⊤
3 +X3A2k +A⊤

2kX2A1jrq +A⊤
1jrqX2A2k + S1+

+C⊤
1qK

⊤
0 N

⊤
1 +N1K0C1q + C⊤

1qK
⊤
0 RK0∗C1q,

A0irp = B0rK0C0p −A0i, A1jrq= Br0K0C1q −A1j , K0 = D(K∗),

U0rp = B⊤
0r∗X

⊤
3 +N⊤

0∗ +R∗K∗C0p,

U1krq = B⊤
0r∗X2A2k +N⊤

1∗ +R∗K∗C1q, B0r∗ = B0r(Im −K∗D)−1,

C0p∗ = (Il −DK∗)
−1C0p, C1q∗ = (Il −DK∗)

−1C1q,

i = 1, α0, j = 1, α1, k = 1, α2, r = 1, β, p = 1, γ0, q = 1, γ1.

Тодi будь-яке керування (4.37) забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть стану z ≡ 0 сiм’ї систем (4.36), (4.42), (4.43) та оцiнку
функцiонала якостi J(u, z0) ≤ ω, де

ω = max
1≤k≤α2

ωk, ωk = z⊤0 Zkz0, Zk =

[
X1 X3A2k

A⊤
2kX

⊤
3 A⊤

2kX2A2k

]
.

У цьому твердженнi верхня оцiнка функцiонала J(u, z0) ≤ ω
встановлюється з використанням леми 1.20.
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Приклад 4.1 Розглянемо систему керування робота-
манiпулятора, круговий рух ланки якого навколо одного з
кiнцiв здiйснюється за допомогою гнучкого з’єднання ланки та
виконавчого механiзму (рис. 4.1). Ця система без урахування сил
тертя описується у векторно-матричнiй формi [113]:

ẋ = A(x)x+Bu, (4.49)

A(x) =


0 1 0 0

−µghφ(θ1) + k

J1
0

k

J1
0

0 0 0 1
k

J2
0 − k

J2
− d

J2

 , B =


0
0
0
1

J2

 ,

де x =
[
θ1, θ̇1, θ2, θ̇2

]⊤, θ1 i θ2 — кутовi координати вiдповiдно лан-
ки манiпулятора i вала електродвигуна, u — керувальний момент,
що генерується електродвигуном, J1 i J2 — моменти iнерцiї вiд-
повiдно ланки манiпулятора та електродвигуна, k — жорсткiсть
передавального механiзму, d — коефiцiєнт демпфування, µ — маса
ланки манiпулятора, h — довжина ланки манiпулятора, g — при-
скорення вiльного падiння, φ(θ) = sin θ /θ — неперервна функцiя.

Рис. 4.1. Одноланковий
робот-манiпулятор

Рис. 4.2. Область коефiцiєнтiв
пiдсилення зворотного зв’язку
(K −K∗)Q

−1(K −K∗)
⊤ ≤ P−1
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Нехай µgh = 5, d = 0, 1, k = 100, а J1 i J2 — невизначенi
параметри, що набувають значень на iнтервалах

0, 5 ≤ J1 ≤ 1, 5, 0, 1 ≤ J2 ≤ 0, 5. (4.50)

Припустимо, що можна вимiряти вектор виходу

y = Cx+Du =

[
θ1 + 0, 1u

θ̇2

]
, C =

[
1 0 0 0
0 0 0 1

]
, D =

[
0, 1
0

]
.

Розв’язуючи два ЛМН (3.23) i (3.26) при J1 = 1 i J2 = 0, 3,
знайдено матрицю X > 0, вектор K0 =

[
− 0, 6799, −9, 0603

]
i

керування (див. лему 3.1)

u = K∗ y, K∗ = −D(−K0) =
[
− 0, 7295, −9, 7213

]
, (4.51)

за якого лiнiйна система

ẋ =M∗ x, M∗ = A(0) +BK0C, K0 = D(K∗),

асимптотично стiйка. При цьому i(H) = {2, 1, 0},

σ(M∗) =
{
− 0, 6449;−15, 0004;−7, 4445± 11, 8447i

}
i нульовий стан вихiдної нелiнiйної системи (4.49) також асимпто-
тично стiйкий.

Задамо матрицi функцiонала (4.26):

S =


0, 5 0 0 0
0 0, 5 0 0
0 0 0, 5 0
0 0 0 0, 5

 , N =


0, 1
0
0
0, 1

 , R = 0, 2.

Система (4.33) складається з чотирьох матричних нерiвностей,
що вiдповiдають можливим значенням пари (J1, J2) на кiнцях iн-
тервалiв (4.50). За допомогою системи MATLAB знайдено

P = 2, 33 > 0, Q =

[
1, 0013 0, 0013
0, 0013 1, 0013

]
> 0,
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Рис. 4.3. Поведiнка розв’язку системи з керуванням u = K∗y

X =


955, 4267 −20, 1682 −936, 1927 −31, 1040
−20, 1682 5, 2221 21, 7147 −0, 1949

−936, 1927 21, 7147 926, 8484 31, 0357
−31, 1040 −0, 1949 31, 0357 2, 9214

 > 0,

що задовольняють строгi нерiвностi (4.33) при ε0 = 0.
Таким чином, для всiх значень моментiв iнерцiї (4.50) та век-

тора коефiцiєнтiв пiдсилення зворотного зв’язку K = K∗ + K̃ iз
замкненої областi, обмеженої елiпсом (рис. 4.2):

(K −K∗)Q
−1(K −K∗)

⊤ = P−1,

рух робота-манiпулятора в околi нульового стану асимптотич-
но стiйкий. При цьому v(x) = x⊤Xx є спiльною функцiєю Ля-
пунова, а значення заданого функцiонала якостi не перевищує
v(x0) = 945, 8169. Поведiнку розв’язку системи (4.49) з керуван-
ням u = K∗y i початковим вектором x0 =

[
1, −2, 0, 2

]⊤ вiдобра-
жено на рис. 4.3.



Роздiл 5

Узагальнене H∞-керування за
виходом

У теорiїH∞-оптимiзацiї лiнiйних систем керування критерiєм яко-
стi є H∞-норма матричної передавальної функцiї, яка характери-
зує рiвень гасiння вхiдних сигналiв за нульового значення почат-
кового фазового вектора. Цей роздiл присвячено методам синте-
зу стабiлiзовних законiв керування з метою забезпечення бажа-
ної оцiнки та мiнiмiзацiї деякого узагальненого критерiю якостi
J , що характеризує зважений рiвень гасiння як зовнiшнiх (екзо-
генних), так i початкових збурень. Стабiлiзовними називатиме-
мо регулятори, за яких замкнена система асимптотично стiйка за
вiдсутностi зовнiшнiх збурень. Закони керування, що забезпечу-
ють верхню оцiнку J < γ, iнодi називають субоптимальними або
γ-оптимальними.

5.1 Оцiнювання рiвня гасiння вхiдних сигналiв та
початкових збурень

Розглянемо лiнiйну систему

ẋ = Ax+Bw, z = C x+Dw, x(0) = x0, (5.1)

де x ∈ Rn, w ∈ Rm i z ∈ Rk — вектори вiдповiдно стану, входу та
виходу системи. Як w може бути вектор керування або обмежених
зовнiшнiх збурень.

Вiдомо, що критерiй якостi системи (5.1)

J = sup
0<∥w∥2<∞

∥z∥2
∥w∥2

, ∥z∥22 =
∫ ∞

0
z⊤z dt, ∥w∥22 =

∫ ∞

0
w⊤w dt,

(5.2)

152
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визначений за нульового початкового вектора x0, збiгається з H∞-
нормою матричної передавальної функцiї

∥H∥∞ = sup
ω∈R

√
λmax(H⊤(−iω)H(iω)), H(λ) = C(λIn −A)−1B +D,

яка характеризує рiвень гасiння енергiї вхiдних сигналiв, що про-
ходять через цю систему (див., наприклад, [85,86,147,155]). В за-
дачах керування бажано, щоб ця характеристика була мiнiмаль-
ною.

Оцiнка J < γ, що еквiвалентна частотнiй нерiвностi
H⊤(−iω)H(iω) < γ2Im (ω ∈ R), виконується тодi i лише тодi,
коли для деякої матрицi X = X⊤ > 0 виконується ЛМН (див.,
наприклад, [106,112,143]):

Ω =

 A⊤X +XA XB C⊤

B⊤X −γIm D⊤

C D −γIk

 < 0. (5.3)

При цьому матриця A має бути гурвiцевою, а система (5.1) зi
структурованою невизначенiстю [11]

w = γ−1Θz, ∥Θ∥ =
√
λmax(Θ⊤Θ) ≤ 1,

робастно стiйкою зi спiльною функцiєю Ляпунова v(x) = x⊤Xx.
Узагальнимо критерiй якостi (5.2) системи (5.1) у виглядi

J = sup
0<∥w∥2P+x⊤0 X0x0<∞

φ(w, x0), (5.4)

де

φ(w, x0) =
∥z∥Q√

∥w∥2P + x⊤0 X0x0

,

∥z∥2Q =

∫ ∞

0
z⊤Qz dt, ∥w∥2P =

∫ ∞

0
w⊤Pw dt,

Q = Q⊤ > 0, P = P⊤ > 0 i X0 = X⊤
0 > 0 — заданi ваговi матрицi.

Припускатимемо, що вектор w обмежений за узагальненою L2-
нормою ∥w∥P , а вектор початкових збурень x0 невiдомий. Вираз
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(5.4) у випадках x0 = 0 i w(t) ≡ 0 позначимо вiдповiдно як J0 i
J1. Очевидно, що J0 ≤ J i J1 ≤ J . Пара векторiв (w, x0), за яких
досягається супремум у (5.4), є найгiршою у системi (5.1) щодо
критерiю якостi J .

Критерiй якостi вигляду (5.4) з ваговими матрицями P = Im,
Q = Ik i X0 = ρ2In використано в [13]. При цьому встановлено,
що оцiнка J < γ виконується тодi i лише тодi, коли система ЛМН
(5.3) i 0 < X < γ2ρ2In сумiсна.

Означення 5.1 Систему (5.1) називають неекспансивною, як-
що для будь-якої обмеженої вектор-функцiї w ї ї вектор виходу z
для будь-якого τ > 0 задовольняє умову∫ τ

0
z⊤Qz dt ≤

∫ τ

0
w⊤Pw dt+ x⊤0 X0x0,

де Q, P i X0 — додатно визначенi матрицi.

Це означення узагальнює вiдоме поняття неекспансивностi си-
стеми, введене в окремому випадку P = Im, Q = Ik i x0 = 0 (див.,
наприклад, [100]). Очевидно, що критерiй якостi (5.4) неекспан-
сивної системи задовольняє умову J ≤ 1.

Лема 5.1 Матриця A у системi (5.1) гурвiцева i виконується
оцiнка J0 < γ тодi i лише тодi, коли ЛМН

Φ(X) =

[
A⊤X +XA+ C⊤QC XB + C⊤QD

B⊤X +D⊤QC D⊤QD − γ2P

]
< 0 (5.5)

має розв’язок X = X⊤ > 0. Матриця A гурвiцева i J < γ тодi i
лише тодi, коли сумiсною є система ЛМН (5.5) i

0 < X < γ2X0. (5.6)

Доведення. Достатнiсть. Iз (5.5) випливає, що матриця A
гурвiцева, оскiльки A⊤X +XA < 0. Побудуємо для системи (5.1)
функцiю Ляпунова v(x) = x⊤Xx i обчислимо вираз

v̇(x) + z⊤Qz − γ2w⊤Pw = [x⊤, w⊤ ] Φ(X)

[
x
w

]
,
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де v̇(x) — похiдна такої функцiї в силу системи (5.1). Пiсля iнте-
грування цього виразу, враховуючи (5.5), маємо нерiвнiсть

v(x(τ))− v(x0) +

∫ τ

0
(z⊤Qz − γ2w⊤Pw) dt ≤ 0.

Переходячи до границi при τ → ∞, з урахуванням обмеження
(5.6) отримаємо ∥z∥2Q ≤ γ2

(
∥w∥2P + x⊤0 X0x0

)
, тобто φ(w, x0) ≤ γ.

Окрiм того, φ(w, x0) ≤ γ−ε для деякого ε > 0. Остання нерiвнiсть
також є наслiдком строгих матричних нерiвностей (5.5) i (5.6), якi
виконуються в разi зменшення γ на досить мале число ε. Отже,
J < γ. Зокрема, при x0 = 0 має бути J0 < γ.

Необхiднiсть. Застосовуючи розклади додатно визначених
матриць Q = Q̃⊤Q̃, P = P̃⊤P̃ i X0 = X̃⊤

0 X̃0, перетворимо систему
(5.1):

˙̃x = Ã x̃+ B̃ w̃, z̃ = C̃ x̃+ D̃ w̃, x̃(0) = x̃0,

де x̃ = X̃0x, z̃ = Q̃z, w̃ = P̃w, Ã = X̃0AX̃
−1
0 , B̃ = X̃0BP̃

−1,
C̃ = Q̃CX̃−1

0 i D̃ = Q̃DP̃−1. Якщо w̃ — вхiд цiєї системи, то кри-
терiй якостi (5.4) набуває вигляду

J̃ = sup
0<∥w̃∥2Im+x̃⊤0 x̃0<∞

∥z̃∥Ik√
∥w̃∥2Im + x̃⊤0 x̃0

.

Якщо J̃ < γ, то для деякої матрицi X̃ (див. [13, теорема 1])

0 < X̃ < γ2In, Ω̃ =

 Ã⊤X̃ + X̃Ã X̃B̃ C̃⊤

B̃⊤X̃ −γ2Im D̃⊤

C̃ D̃ −Ik

 < 0,

або з урахуванням закону iнерцiї

0 < X < γ2X0, Ω =

 A⊤X +XA XB C⊤

B⊤X −γ2P D⊤

C D −Q−1

 < 0, (5.7)

де X = X̃⊤
0 X̃X̃0, Ω = S⊤Ω̃S, S = diag

{
X̃0, P̃ , Q̃

−1⊤}. За лемою
Шура матричнi нерiвностi (5.5) i Ω < 0 еквiвалентнi. 2
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З огляду на лему 5.1 характеристики J0 i J системи (5.1) можна
визначити як розв’язки вiдповiдних оптимiзацiйних задач:

J0 = inf{γ : Φ(X) < 0, X > 0} ,

J = inf
{
γ : Φ(X) < 0, 0 < X < γ2X0

}
.

(5.8)

Параметрами оптимiзацiї разом з X можуть бути також ваговi
матрицi P , Q i X0. Якщо в лемi 5.1 замiсть (5.5) i (5.6) викори-
стати спiввiдношення Φ(X) ≤ 0 i 0 < X ≤ γ2X0, то отримаємо
аналогiчнi критерiї виконання нестрогих оцiнок J0 ≤ γ i J ≤ γ.

Зауваження 5.1 Якщо в системi (5.1) w — структурована
невизначенiсть або керування у виглядi лiнiйного зворотного
зв’язку за виходом:

w = γ−1Θz, Θ⊤PΘ ≤ Q, (5.9)

то за умов Φ(X) < 0 i X > 0 ця система робастно стiйка i має
спiльну функцiю Ляпунова v(x) = x⊤Xx.

Таке твердження є наслiдком теореми 3.6 для класу си-
стем (5.1). Його можна встановити також, виходячи iз (5.5)
i (5.9). Справдi, оскiльки D⊤Θ⊤PΘD ≤ D⊤QD < γ2P , то
ρ(ΘD) < γ i вектор w в (5.9) подається у виглядi w = Kx, де
K = (γIm −ΘD)−1ΘC. Тодi

[x⊤, w⊤ ] Φ(X)

[
x
w

]
= x⊤Y x < 0, x ̸= 0,

Y = (A+BK)⊤X +X(A+BK) + S < 0,

S = γ2C⊤(γIm −Θ⊤D⊤)−1(Q−Θ⊤PΘ)(γIm −DΘ)−1C ≥ 0.

Оскiльки Θ⊤PΘ ≤ Q, то за теоремою Ляпунова матриця A+BK
замкненої системи (5.1) гурвiцева.

Зазначимо також, що на множинi векторних функцiй (5.9)
функцiонал φ(w, x0) в (5.4) набуває мiнiмального значення, як-
що Θ⊤PΘ = Q. Так, у разi k ≤ m маємо φ(w, 0) = γ, якщо

Θ = (
√
P )−1E

√
Q, E =

{
Im, k = m,[

Im, 0
]⊤
, k < m.
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Зауваження 5.2 Згiдно з лемою Шура умова (5.5) еквiва-
лентна матричнiй нерiвностi Рiккатi

A⊤
1 X +XA1 +XR1X +Q1 < 0, (5.10)

де A1 = A + BR−1D⊤QC, Q1 = C⊤(Q + QDR−1D⊤Q
)
C,

R1 = BR−1B⊤ i R = γ2P − D⊤QD > 0. Якщо пара матриць
(A,B) керована, пара матриць (A,C) спостережувана i нерiвнiсть
(5.10) сумiсна, то вiдповiдне матричне рiвняння Рiккатi

A⊤
1 X +XA1 +XR1X +Q1 = 0 (5.11)

має розв’язки X− i X+ такi, що σ(A1 + R1X±) ⊂ C±,
0 < X− < X+ i кожний розв’язок нерiвностi (5.10) належить iн-
тервалу X− < X < X+ (див. [106, 155]). Окрiм того, якщо J < γ
(J ≤ γ) i X = X− задовольняє рiвняння (5.11), то X < γ2X0

(X ≤ γ2X0). Справдi, поклавши v(x) = x⊤Xx i

w = K∗ x, K∗ = R−1
(
B⊤X +D⊤QC

)
, (5.12)

отримаємо рiвнiсть v̇(x) + z⊤Qz − γ2w⊤Pw = 0, де v̇(x)− похiдна
функцiї v(x) в силу системи (5.1), при цьому σ(A + BK∗) ⊂ C−.
Пiсля iнтегрування цiєї рiвностi на iнтервалi [0,∞) за умови J < γ
отримаємо ∥z∥2Q − γ2∥w∥2P = x⊤0 Xx0 < γ2x⊤0 X0x0 для будь-якого
x0 ̸= 0. Iнакше ∥z∥2Q ≥ γ2(∥w∥2P+x⊤0 X0x0) для деяких w i x0, тобто
J ≥ γ. У випадку J = γ за умов (5.11) i (5.12)X ≤ γ2X0, а рiвностi
x⊤0 Xx0 = γ2x⊤0 X0x0 i (X−γ2X0)x0 = 0 еквiвалентнi i виконуються
для деякого x0 ̸= 0. При цьому ∥z∥2Q = J2(∥w∥2P + x⊤0 X0x0), тобто
в (5.4) досягається супремум.

Отже, вирази (5.12), де x = x(t, x0) — розв’язок системи
ẋ = (A + BK∗)x, i будь-який вектор x0 ∈ Ker (X − γ2X0), що
вiдповiдають стабiлiзовному розв’язку X = X− рiвняння Рiккатi
(5.11) при γ = J , представляють найгiршi зовнiшнi та початко-
вi збурення в системi (5.1) щодо критерiю якостi J . У випадку
фiксованого вектора x0 = 0 за умов (5.11) i (5.12) при X = X− i
γ = J0 маємо рiвнiсть ∥z∥Q = J0∥w∥P , тобто вектор збурень (5.12)
є найгiршим щодо критерiю якостi J0.

Можна встановити, що вектор (5.12) належить множинi збу-
рень (5.9), якщо система спiввiдношень Θ(C + DK∗) = γK∗ i
Θ⊤PΘ ≤ Q сумiсна щодо Θ.
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Розглянемо систему (5.1) за вiдсутностi вхiдних сигналiв:

ẋ = Ax, z = Cx, x(0) = x0, (5.13)

i критерiй якостi J1, що характеризує зважений рiвень гасiння
початкових збурень у системi, використовуючи спiввiдношення

A⊤X +XA+ C⊤QC ≤ 0, (5.14)

A⊤X +XA+ C⊤QC = 0. (5.15)

Лема 5.2 Нехай матриця A гурвiцева. Тодi J1 ≤ γ, якщо су-
мiсна система ЛМН (5.14) i 0 ≤ X ≤ γ2X0. При цьому J1 < γ,
якщо 0 ≤ X < γ2X0. Навпаки, якщо J1 ≤ γ (J1 < γ), то мат-
ричне рiвняння (5.15) має розв’язок X такий, що 0 ≤ X ≤ γ2X0

(0 ≤ X < γ2X0).

Доведення леми 5.2 проводиться оцiнюванням виразу
v̇(x) + z⊤Qz (див. лему 5.1). За умови спостережуваностi
системи (5.13) рiвняння Ляпунова (5.15) має розв’язок X > 0.

5.2 Лiнiйнi системи з керованими та
спостережуваними виходами

Розглянемо лiнiйну систему керування

ẋ = Ax+B1w +B2 u, x(0) = x0,
z = C1 x+D11w +D12 u,
y = C2 x+D21w +D22 u,

(5.16)

де вектори: x ∈ Rn — стан, u ∈ Rm — керування, w ∈ Rs — збурен-
ня, y ∈ Rl — спостережуваний вихiд, z ∈ Rk — керований вихiд; всi
матричнi коефiцiєнти вiдповiдних розмiрiв сталi. Нехай J — кри-
терiй якостi цiєї системи вигляду (5.4) стосовно керованого виходу
z. Задача полягає в побудовi стабiлiзовних J-оптимальних регу-
ляторiв, що забезпечують замкненiй системi асимптотичну стiй-
кiсть i мiнiмальне значення J . Пошук J0- та J-оптимальних ре-
гуляторiв можна здiйснювати на пiдставi досягнення вiдповiдних
оцiнок J0 < γ та J < γ за мiнiмально можливих значень γ.
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5.2.1 Статичнi регулятори за виходом

Вивчимо умови досягнення оцiнки J < γ за допомогою регулятора

u = Ky, K ∈ Rm×l. (5.17)

За умови
det(Im −KD22) ̸= 0 (5.18)

замкнена система має вигляд

ẋ = A∗ x+B∗w, z = C∗ x+D∗w, (5.19)

де A∗ = A + B2K0C2, B∗ = B1 + B2K0D21, C∗ = C1 + D12K0C2,
D∗ = D11 +D12K0D21 i K0 = (Im −KD22)

−1K. При цьому

K = K0(Il +D22K0)
−1. (5.20)

Подамо блочну нерiвнiсть в (5.7) для системи (5.19) як ЛМН
щодо K0:A⊤

∗ X +XA∗ XB∗ C⊤
∗

B⊤
∗ X −γ2P D⊤

∗
C∗ D∗ −Q−1

 = L⊤
0 K0R0 +R⊤

0 K
⊤
0 L0 +Ω < 0,

(5.21)
де R0 =

[
C2, D21, 0l×k

]
, L0 =

[
B⊤

2 , D
⊤
12, 0m×s

]
X̃,

X̃ =

 X 0 0
0 0 Ik
0 Is 0

 , Ω =

 A⊤X +XA XB1 C⊤
1

B⊤
1 X −γ2P D⊤

11

C1 D11 −Q−1

 .
Ця нерiвнiсть має розв’язокK0 тодi i лише тодi, коли виконуються
умови W⊤

R0
ΩWR0 < 0 i W⊤

L0
ΩWL0 < 0 (див. лему 8.6). Оскiльки

WR0 =

[
WR 0
0 Ik

]
, WL0 = X̃−1

[
WL 0
0 Is

]
,

то цi умови з урахуванням леми Шура набувають вигляду

W⊤
R

[
A⊤X +XA+ C⊤

1 QC1 XB1 + C⊤
1 QD11

B⊤
1 X +D⊤

11QC1 D⊤
11QD11 − γ2P

]
WR < 0, (5.22)
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W⊤
L

[
AY + Y A⊤ +B1P

−1B⊤
1 Y C⊤

1 +B1P
−1D⊤

11

C1Y +D11P
−1B⊤

1 D11P
−1D⊤

11 − γ2Q−1

]
WL < 0,

(5.23)
де R =

[
C2, D21

]
, L =

[
B⊤

2 , D
⊤
12

]
. При цьому X > 0 i XY = γ2In,

що можна переписати у виглядi (див. формули (1.12) i (1.13))

W =

[
X γIn
γIn Y

]
≥ 0, rankW = n. (5.24)

Отже, на базi лем 5.1 i 8.6 маємо таке твердження.

Теорема 5.1 Для системи (5.16) iснує стабiлiзовний регуля-
тор (5.17), що забезпечує оцiнку J < γ, тодi i лише тодi, коли
система спiввiдношень (5.6) i (5.22)—(5.24) сумiсна. Матрицю
такого регулятора можна побудувати у виглядi (5.20), де K0 —
розв’язок ЛМН (5.21).

Наведемо наслiдки леми 5.1 i теореми 5.1 за додаткових умов

C2 = In, D21 = 0, D22 = 0, D⊤
11QD11 < γ2P. (5.25)

Наслiдок 5.1 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) для системи (5.16) iснує стабiлiзовний статичний регуля-

тор за станом u = Kx, що забезпечує оцiнку J < γ;
2) iснує матриця Y > X−1

0 , що задовольняє ЛМН (5.23);
3) iснують матрицi Y > X−1

0 i Z, що задовольняють ЛМН γ2(AY + Y A⊤+B2Z + Z⊤B⊤
2 ) γ2B1 Y C⊤

1 + Z⊤D⊤
12

γ2B⊤
1 −γ2P D⊤

11

C1Y +D12Z D11 −Q−1

 < 0.

(5.26)
У разi виконання твердження 3 матрицю регулятора можна
знайти у виглядi K = ZY −1.

Еквiвалентнiсть тверджень 1 i 2 є наслiдком теореми 5.1,
оскiльки за умов (5.25) WR =

[
0, Is

]⊤ i нерiвнiсть (5.22) не зале-
жить вiд X. Матрична нерiвнiсть (5.26) у твердженнi 3 є наслiд-
ком множення першої блочної стрiчки злiва i першого блочного
стовпця справа в (5.21) на Y = γ2X−1 за умов (5.25) i K = ZY −1.
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5.2.2 Динамiчнi регулятори

Вивчимо умови досягнення оцiнки J < γ за допомогою динамiч-
ного регулятора порядку r:

ξ̇ = Z ξ + V y, u = U ξ +K y, ξ(0) = 0, (5.27)

де ξ ∈ Rr — вектор стану регулятора, Z, V , U i K — невiдомi
матрицi вiдповiдних розмiрiв r × r, r × l, m× r i m× l. За умови
(5.18) замкнена система (5.16), (5.27) набуває вигляду

˙̂x = Â∗ x̂+ B̂∗w, z = Ĉ∗ x̂+ D̂∗w, x̂(0) = x̂0, (5.28)

де

x̂ =

[
x
ξ

]
, Â∗ =

[
A+B2K0C2 B2U0

V0C2 Z0

]
= Â+ B̂2K̂0Ĉ2,

B̂∗ =

[
B1 +B2K0D21

V0D21

]
= B̂1 + B̂2K̂0D̂21,

Ĉ∗ =
[
C1 +D12K0C2, D12U0

]
= Ĉ1 + D̂12K̂0Ĉ2,

D̂∗ = D11 +D12K0D21 = D̂11 + D̂12K̂0D̂21,

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂2 =

[
B2 0n×r

0r×m Ir

]
, Ĉ2 =

[
C2 0l×r
0r×n Ir

]
,

K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
, B̂1 =

[
B1

0r×s

]
, D̂21 =

[
D21

0r×s

]
,

Ĉ1 =
[
C1, 0k×r

]
, D̂11 = D11, D̂12 =

[
D12, 0k×r

]
.

Тут невiдомими є блоки матрицi K̂0:

K0 = (Im −KD22)
−1K, U0 = (Im −KD22)

−1U,

V0 = V (Il −D22K)−1, Z0 = Z + V D22(Im −KD22)
−1U,

якi однозначно визначають шуканi матрицi регулятора (5.27):

K = (Im +K0D22)
−1K0, U = (Im +K0D22)

−1U0,

V = V0(Il+D22K0)
−1, Z = Z0−V0D22(Im+K0D22)

−1U0.
(5.29)
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Позначимо симетричнi блоковi матрицi порядку n+ r як

X̂ =

[
X X⊤

1

X1 X2

]
, Ŷ =

[
Y Y ⊤

1

Y1 Y2

]
, X̂0 =

[
X0 X⊤

01

X01 X02

]
(5.30)

i визначимо критерiй якостi Ĵ системи (5.28) вигляду (5.4) з ва-
говими матрицями P , Q i X̂0. Оскiльки ξ0 = 0, то Ĵ залежить
лише вiд першого дiагонального блоку X0 > 0 матрицi X̂0 i його
значення збiгається з J .

За лемою 5.1 матриця Â∗ гурвiцева i J < γ тодi i лише
тодi, коли для деякої матрицi X̂ виконуються спiввiдношення
0 < X̂ < γ2X̂0 i[

Â⊤
∗ X̂ + X̂Â∗ + Ĉ⊤

∗ QĈ∗ X̂B̂∗ + Ĉ⊤
∗ QD̂∗

B̂⊤
∗ X̂ + D̂⊤

∗ QĈ∗ D̂⊤
∗ QD̂∗ − γ2P

]
< 0. (5.31)

Використовуючи лему Шура, запишемо (5.31) у виглядi ЛМН що-
до K̂0:

L̂⊤K̂0R̂+ R̂⊤K̂⊤
0 L̂+ Ω̂ < 0, (5.32)

де
R̂ =

[
R̂1, 0l+r×k

]
, R̂1 =

[
Ĉ2, D̂21

]
,

L̂ =
[
L̂1, 0m+r×s

]
X̃, L̂1 =

[
B̂⊤

2 , D̂
⊤
12

]
,

X̃ =

 X̂ 0 0
0 0 Ik
0 Is 0

 , Ω̂ =

 Â⊤X̂ + X̂Â X̂B̂1 Ĉ⊤
1

B̂⊤
1 X̂ −γ2P D̂⊤

11

Ĉ1 D̂11 −Q−1

 .
Якщо ця нерiвнiсть сумiсна, то завжди можна вибрати її
розв’язок K̂0 так, щоб det(Im +K0D22) ̸= 0. Оскiльки

W
R̂
=

[
W
R̂1

0

0 Ik

]
, W

L̂
= X̃−1

[
W
L̂1

0

0 Is

]
,

то за лемою 8.6 iснування розв’язку K̂0 матричної нерiвностi
(5.32) екiвалентне спiввiдношенням

W⊤
R̂1

[
Â⊤X̂ + X̂Â+ Ĉ⊤

1 QĈ1 X̂B̂1 + Ĉ⊤
1 QD11

B̂⊤
1 X̂ +D⊤

11QĈ1 D⊤
11QD11 − γ2P

]
W
R̂1
< 0,
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W⊤
L̂1

[
ÂŶ + Ŷ Â⊤ + B̂1P

−1B̂⊤
1 Ŷ Ĉ⊤

1 + B̂1P
−1D⊤

11

Ĉ1Ŷ +D11P
−1B̂⊤

1 D11P
−1D⊤

11 − γ2Q−1

]
W
L̂1
< 0,

де Ŷ = γ2X̂−1. Далi, використовуючи блоковi вирази

W
R̂1

=

 In 0 0
0 0 Ir
0 Is 0

[
WR

0r×r1

]
, W

L̂1
=

 In 0 0
0 0 Ir
0 Ik 0

[
WL

0r×l1

]
,

де R =
[
C2, D21

]
, L =

[
B⊤

2 , D
⊤
12

]
, r1 = n + s − rankR i

l1 = n+ k − rankL, запишемо отриманi спiввiдношення у виглядi
(5.22) i (5.23), де X i Y — першi дiагональнi блоки матриць X̂ i
Ŷ . При цьому за лемою 8.3 для заданих матриць X > 0 i Y > 0
iснують блоковi матрицi X̂ > 0 i Ŷ > 0 вигляду (5.30) такi, що
X̂Ŷ = γ2In+r, тодi i лише тодi, коли

W =

[
X γIn
γIn Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (5.33)

Отже, доведено таке твердження.

Теорема 5.2 Для системи (5.16) iснує стабiлiзовний дина-
мiчний регулятор (5.27), що забезпечує оцiнку J < γ, тодi i ли-
ше тодi, коли система спiввiдношень (5.6), (5.22), (5.23) i (5.33)
сумiсна щодо X = X⊤ > 0 i Y = Y ⊤ > 0. Матрицi такого ре-
гулятора можна визначити за допомогою спiввiдношень (5.29) i
(5.32).

Зауваження 5.3 Враховуючи структуру матричних коефi-
цiєнтiв у (5.28), систему (5.16) з динамiчним регулятором (5.27)
формально можна подати аналогiчною системою в розширеному
фазовому просторi Rn+r:

˙̂x = Â x̂+ B̂1w + B̂2 û, x̂(0) = x̂0,

z = Ĉ1 x̂+ D̂11w + D̂12 û,

ŷ = Ĉ2 x̂+ D̂21w

зi статичним регулятором û = K̂0ŷ. Тут всi матричнi коефiцiєнти
визначенi в (5.28) i

x̂ =

[
x
ξ

]
, x̂0 =

[
x0
0

]
, ŷ =

[
y −D22u

ξ

]
, û =

[
u

ξ̇

]
,



164 Роздiл 5. Узагальнене H∞-керування за виходом

K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
= (Im+r − K̂D̂22)

−1K̂, D̂22 =

[
D22 0l×r
0r×m 0r×r

]
,

K̂ =

[
K U
V Z

]
= (Im+r + K̂0D̂22)

−1K̂0.

Тому теорему 5.2 можна встановити як наслiдок теореми 5.1.

Наведемо алгоритм побудови динамiчного регулятора (5.27),
що задовольняє теорему 5.2:

1) обчислення матриць WR i WL, де R =
[
C2, D21

]
i

L =
[
B⊤

2 , D
⊤
12

]
;

2) знаходження матриць X = X⊤ > 0 i Y = Y ⊤ > 0, якi
задовольняють спiввiдношення (5.6), (5.22), (5.23) i (5.33);

3) побудова розкладу Z = Y − γ2X−1 = S⊤S, де S ∈ Rr×n,
kerS = kerZ, та формування блокової матрицi

X̂ =

[
X X⊤

1

X1 X2

]
> 0, X1 =

1

γ
SX, X2 =

1

γ2
SXS⊤ + Ir;

4) розв’язування лiнiйної матричної нерiвностi (5.32) щодо K̂0

за умови det(Im +K0D22) ̸= 0;
5) обчислення матриць регулятора за формулами (5.29).

Зазначимо, що теореми 5.1 i 5.2 без використання обмеження
X < γ2X0 дають критерiї iснування та методи побудови регуля-
торiв, що забезпечують оцiнку J0 < γ та асимптотичну стiйкiсть
вiдповiдних замкнених систем (5.19) i (5.28). Побудова динамiч-
них регуляторiв порядку r ≥ n, що задовольняють теорему 5.2,
зводиться до розв’язування системи ЛМН. У цьому випадку ран-
гове обмеження в (5.33) виконується автоматично.

Матричнi нерiвностi (5.22) i (5.23) можна подати у виглядi

[
W⊤
R 0
0 Ik

] A⊤X +XA XB1 C⊤
1

B⊤
1 X −γ2P D⊤

11

C1 D11 −Q−1

[
WR 0
0 Ik

]
< 0,

[
W⊤
L 0
0 Is

] AY + Y A⊤ Y C⊤
1 B1

C1Y −γ2Q−1 D11

B⊤
1 D⊤

11 −P

[
WL 0
0 Is

]
< 0.
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Враховуючи лiнiйну залежнiсть наведених виразiв вiд матричних
коефiцiєнтiв A, B1, C1 i D11, можна сформулювати аналоги теоре-
ми 5.2 та вiдповiднi алгоритми побудови регуляторiв для системи
(5.16), у яких враховуються невизначеностi

A ∈ Co
{
A1, . . . , Aν1

}
, B1 ∈ Co

{
B1

1 , . . . , B
ν2
1

}
,

C1 ∈ Co
{
C1
1 , . . . , C

ν3
1

}
, D11 ∈ Co

{
D1

11, . . . , D
ν4
11

}
.

При цьому замiсть (5.22) i (5.23) слiд використати систему анало-
гiчних матричних нерiвностей, сформованих для всiх можливих
наборiв вершин зазначених полiтопiв. Крiм того, такий пiдхiд до
розв’язування задачi робастного H∞-керування можна застосува-
ти, наприклад, для класу псевдолiнiйних систем вигляду (5.16),
коли значення матричних коефiцiєнтiв A(x), B1(x), C1(x) iD11(x),
неперервно залежних вiд x ∈ Rn, належать заданим полiтопам
(див. пiдрозд. 5.4).

Приклад 5.1 Розглянемо задачу керування поздовжнiм ру-
хом лiтака за умов невизначених вiтрових збурень та шумiв ви-
мiрювань. За таких умов можливi вiдхилення повiтряної швидко-
стi та висоти польоту вiд заданих значень, що визначаються глi-
садою (траєкторiєю зниження лiтального апарату). Задача регу-
лятора полягає у пiдтримцi заданих значень повiтряної швидкостi
та висоти польоту в режимi посадки. Система керування лiтака
ТУ-154 апроксимується лiнiйною моделлю (5.16), де [95]

A =


−0, 0608 −0, 0841 0 −0, 0869 0 0, 0904
0, 2187 −0, 6218 0, 10815 0, 72345 0 0, 0036
0, 0053 0, 5221 −1, 59015 −1, 55495 0 0

0 0 1 0 0 0
−0, 0471 1, 2437 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −0, 4000

,

B1 =


0 −0, 9989 0, 0471 0 0
0 −0, 0378 −0, 8019 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

, B2 =


0 0

−0, 1236 0
1, 1804 0

0 0
0 0
0 0.4

,
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C1 =

 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

, C2 =

[
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

]
,

D12 =

 0 0
0 0
1 0
0 1

, D21 =

[
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

]
,

D11 = 04×5,
D22 = 02×2.

Компонентами векторiв x ∈ R6, u ∈ R2, w ∈ R5, z ∈ R4 i y ∈ R2

є: x1 — вiдхилення повiтряної швидкостi лiтака; x2 — вiдхилен-
ня кута нахилу траєкторiї в повiтрянiй системi координат; x3 —
вiдхилення кутової швидкостi щодо осi z; x4 — вiдхилення кута
тангажа; x5 — вiдхилення висоти польоту лiтака; x6 — вiдхилен-
ня сили тяги двигунiв, напрямок якої збiгається з поздовжньою
вiссю лiтака; u1 — керування, що формує вiдхилення руля висоти
лiтака; u2 — вiдхилення сектора газу вiд заданого значення; w1−
вертикальна складова швидкостi вiтру; w2 i w3 — горизонталь-
на та вертикальна складовi прискорення вiтру; w4 i w5 — шуми
вимiрювань компонентiв вектора y. Вектори керованого та спо-
стережуваного виходiв мають вигляд

z =
[
x1 x5 u1 u2

]⊤
, y =

[
x1 + w4 x5 + w5

]⊤
.

Для проведення чисельних експериментiв ваговi матрицi кри-
терiю якостi (5.4) обранi у виглядi

P = diag
{
p1, p1, p1, p2, p2

}
, Q = diag

{
q1, q1, q2, q2

}
,

X0 = diag
{
χ1, χ2, χ3, χ4, χ5, χ6

}
,

де χ1 = χ5 = 1, χ2 = χ3 = χ4 = χ6 = 0, 1. Дiагональнi коефiцiєнти
χ1 i χ5 матрицi X0 характеризують рiвнi компенсацiї початкових
вiдхилень повiтряної швидкостi x1 та висоти польоту x5 лiтака.

За допомогою наведеного вище алгоритму проведено низку чи-
сельних експериментiв пошуку матриць J-оптимального динамiч-
ного регулятора (5.27) за рiзних значень pi i qi (i = 1, 2). У табл.
5.1 наведено значення параметра γ, критерiїв якостi J i J0, спек-
трального запасу стiйкостi α та часу перехiдного процесу T замк-
неної системи, що вiдповiдають наближено обчисленим оптималь-
ним значенням матриць регулятора. Характеристики J , J0, α i T
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обчисленi з використанням вiдповiдних формул (5.8) i

α = −max
{
Reλ : λ ∈ σ(Â∗)

}
, T = min

{
τ : ∥x(t, x0)∥ ≤ ε, t ≥ τ

}
,

де ε = 0, 05, Â∗ — матриця замкненої системи (5.28), а x(t, x0) —
розв’язок даної системи за найгiрших збурень w(t) i x0 щодо J
(див. зауваження 5.2).

Таблиця 5.1. Результати розрахункiв

№ p1 p2 q1 q2 γ J J0 α T

1 1,0 1,0 1,0 1,0 12,019 12,01797 11,65332 0,20337 65,36013
2 1,0 0,1 1,0 1,0 13,187 13,18651 12,59553 0,19779 51,35900
3 1,0 1,0 1,0 0,1 7,662 7,66145 6,68196 0,36479 13,87644
4 1,0 0,1 1,0 0,1 9,308 9,30780 8,16540 0,34489 14,51849
5 0,1 1,0 1,0 0,1 13,011 13,01070 12,99010 0,40606 34,18908
6 0,1 0,1 1,0 0,1 14,102 14,10179 14,09613 0,39716 32,17518
7 1,0 0,1 0,1 0,1 4,170 4,16994 3,96805 0,19964 44,40183
8 1,0 1,0 0,1 0,1 3,801 3,80048 3,69053 0,20903 56,41654
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Рис. 5.1. Поведiнка керованої
системи за найгiрших збурень

щодо J
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Рис. 5.2. Поведiнка динамiчного
регулятора за найгiрших збурень

щодо J

Для варiанту розрахункiв, зазначеного номером 3 у табл. 5.1,
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Рис. 5.3. Найгiрше зовнiшнє збурення щодо J

знайдено матрицi J-оптимального регулятора

K =

[
2, 00224 −20, 91373

−0, 04429 −2, 27113

]
, V =


−0, 14051 0, 66498
6, 81171 −0, 11046

−1, 04834 5, 75433
0, 07826 −0, 66646
0, 19044 −2, 22346
0, 15651 −0, 83033

,

U=

[
−1, 09445 −1, 95884 26, 91337 8, 01274 35, 84391 −15, 89065
−0, 09898 −1, 88634 2, 64107 1, 84694 3, 79970 −1, 79444

]
,

Z=


−33, 02251 0, 13053 −0, 79185 −0, 19795 −1, 18298 0, 44663
−0.05389 −3, 37601 0, 60310 −6, 04601 1, 29944 3, 05591
0, 43450 0, 70700 −7, 73680 −2, 42988 −12, 29414 4, 85898

−0, 02602 0, 07003 0, 91097 −0, 33807 0, 74987 0, 49858
−0, 09876 −0, 22528 2, 94579 0, 58841 2, 30890 0, 26665
−0, 05314 −0, 10772 1, 12957 0, 12752 0, 87089 −1, 13930

,
найгiрший нормований початковий вектор

x0 = − [ 0, 02772 0, 83907 0, 25827 0, 47628 0, 00168 0, 04065 ]⊤

i вектор найгiршого збурення w = K̂∗x̂ щодо критерiю якостi J ,
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де

K̂⊤
∗ =



0, 00827 −0, 10591 −0, 01678 −0, 00179 −0, 41576
0, 01179 −0, 02983 −0, 05763 −0, 01689 −0, 41654
−0, 00968 −0, 00149 −0, 01397 −0, 00916 −0, 00026
−0, 01314 −0, 00393 −0, 02826 −0, 02011 −0, 03471
0, 17284 −0, 00870 −0, 00907 0, 06695 0, 94404
0, 00063 −0, 01525 −0, 00196 −0, 00515 0, 00053
0, 00048 0, 00049 0, 00025 −0, 01274 0, 15843
0, 00720 0, 00480 0, 00281 0, 00348 0, 22899
−0, 20181 −0, 01302 −0, 04304 −0, 10585 −1, 37582
−0, 05451 −0, 01068 −0, 01530 −0, 04994 −0, 51610
−0, 16784 −0, 06470 −0, 06144 −0, 06735 −3, 29944
0, 04043 0, 01715 0, 01806 −0, 04280 1, 80930


.

Поведiнку компонент x i ξ розв’язку x̂ замкненої системи (5.28)
за наведених значень коефiцiєнтiв регулятора та найгiрших зов-
нiшнiх i початкових збурень вiдображено на рис. 5.1 i 5.2, а на
рис. 5.3 вiдображенi компоненти найгiршого зовнiшнього збурен-
ня w(t).

5.3 Лiнiйнi дескрипторнi системи

5.3.1 Канонiчна форма Веєрштрасса

Розглянемо лiнiйну дескрипторну систему:

E ẋ = Ax+Bw, z = C x+Dw, x(0) = x0, (5.34)

де x ∈ Rn, w ∈ Rs i z ∈ Rk — вектори вiдповiдно стану, входу
та виходу системи, E, A, B, C i D — сталi матрицi вiдповiдних
розмiрiв. Припускаємо, що в’язка матриць F (λ) = A − λE регу-
лярна i стiйка, тобто detF (λ) ̸≡ 0 (λ ∈ C) i σ(F ) ⊂ C−. У випадку
ρ = rankE < n цю систему можна подати у виглядi

ẋ1 = A1 x1 +B1w, N ẋ2 = x2 +B2w,

z = C1 x1 + C2 x2 +Dw,
(5.35)

де x1 ∈ Rr, x2 ∈ Rn−r,

x = R

[
x1
x2

]
, x0 = R

[
x01
x02

]
, LB =

[
B1

B2

]
, CR =

[
C1, C2

]
,
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L i R — невиродженi матрицi перетворення в’язки F (λ) до ка-
нонiчної форми Веєрштрасса [21]:

LF (λ)R =

[
A1 − λIr 0

0 In−r − λN

]
. (5.36)

Власнi значення матрицi A1 в (5.36) утворюють скiнченний спектр
в’язки σ(F ), а N — деяка нiльпотентна матриця iндексу ν
(Nν = 0). При цьому система (5.35) має r скiнченних динамiч-
них мод, n− ρ нединамiчних мод i ρ− r iмпульсних мод [101].

Загальний розв’язок першої динамiчної пiдсистеми в (5.35)

x1(t) = eA1tx01 +

∫ t

0
eA1(t−τ)B1w(τ)dτ.

Якщо вектор-функцiя w(t) кусково-неперервно диференцiйована
ν разiв, то загальний розв’язок алгебричної пiдсистеми є таким
[17,104]:

x2(t) = −
ν−1∑
i=0

δi(t)N i+1x2(0)−
ν−1∑
i=0

N iB2w
(i)(t),

де δ(t) — δ-функцiя Дiрака. Даний вираз при ν > 1 мiстить iм-
пульснi складовi.

Означення 5.2 Регулярну в’язку матриць F (λ) за вiдсутностi
iмпульсних мод (ν = 1) називають неiмпульсною. В’язку матриць
F (λ) називають допустимою, якщо вона регулярна, стiйка i неiм-
пульсна. Дескрипторну систему (5.34) називають стiйкою, неiм-
пульсною та допустимою, якщо в’язка матриць F (λ) вiдповiдно
стiйка, неiмпульсна та допустима.

Позначимо матрицi:

Z = R

[
Ir 0
0 0

]
L, E1 =

{
E, ν ≤ 1,

EZE, ν > 1,
E2 =

{
E, ν ≤ 2,

EZE, ν > 2.

Матриця Z є єдиним розв’язком максимального рангу r алгебрич-
ної системи (див. пiдрозд. 1.4) AZE = EZA, Z = ZEZ, а числа r
i ν можна визначити як

r = rank∆ν
α, ν = min

{
i : rank∆i

α = rank∆i+1
α , i = 0, 1, . . .

}
,
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де ∆α = F−1(α)E i α ̸∈ σ(F ). Регулярна в’язка матриць F (λ) є
неiмпульсною тодi i лише тодi, коли EZE = E [74] або [105]

rank

[
E 0
A E

]
= n+ ρ. (5.37)

Якщо виконуються ранговi умови (5.37) або

rank
[
E2, B

]
= rankE2, (5.38)

то в (5.35) x2 = −B2w i для будь-якої кусково-неперервної вектор-
функцiї w(t) система (5.34) має єдиний неперервний розв’язок.

5.3.2 Оцiнювання зважених критерiїв якостi

Визначимо критерiй якостi системи (5.34) як

J = sup
(w,x0)∈W

∥z∥Q√
∥w∥2P + x⊤0 X0x0

, (5.39)

де W — множина пар (w, x0), для яких система має розв’язок
i 0 < ∥w∥2P + x⊤0 X0x0 < ∞, а P = P⊤ > 0, Q = Q⊤ > 0 i
X0 = X⊤

0 ≥ 0 — заданi ваговi матрицi. Зокрема, вираз (5.39)
позначимо як J0 або J1, якщо вiдповiдно x⊤0 X0x0 = 0 або w ≡ 0.
Очевидно, що J0 ≤ J i J1 ≤ J , причому J1 є характеристикою
першої пiдсистеми (5.35), оскiльки x2 ≡ 0 при w ≡ 0. Пара (w, x0)
є найгiршою щодо критерiю якостi J , якщо в (5.39) досягається
супремум, тобто ∥z∥2Q = J2

(
∥w∥2P + x⊤0 X0x0

)
.

Якщо вагову матрицю X0 в (5.39) подано у виглядi

X0 = E⊤HE, H = L⊤
[
H1 H2

H⊤
2 H3

]
L (5.40)

або

X0 = E⊤
1 HE1 = R−1⊤

[
H1 0
0 0

]
R−1, (5.41)

деH = H⊤ > 0 — задана матриця, то у випадку ν = 1 виконується
рiвнiсть x⊤0 X0x0 = x⊤01H1x01 i значення J не залежить вiд x02, а
також блокiв H2 i H3.
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Лема 5.3 Якщо для деякої матрицi X = X⊤ виконується си-
стема ЛМН

A⊤XE + E⊤XA+ C⊤QC ≤ 0, (5.42)

0 ≤ E⊤XE ≤ γ2X0, (5.43)

то J1 ≤ γ. При цьому J1 < γ, якщо виконуються умови (5.41) i

rank (E⊤XE − γ2X0) = ρ. (5.44)

Навпаки, якщо J1 ≤ γ (J1 < γ) i виконуються умови (5.41) i

rank
[
E⊤

2 , C
⊤] = rankE2, (5.45)

то iснує матриця X = X⊤, яка задовольняє спiввiдношення
(5.43) ((5.43) i (5.44)) та рiвняння

A⊤XE + E⊤XA+ C⊤QC = 0. (5.46)

Зауваження 5.4 Якщо в лемi 5.3 замiсть (5.45) використати
обмеження

rank
[
E⊤

1 , C
⊤] = rankE1, (5.47)

еквiвалентне рiвностi C2 = 0, то матрицю X у вiдповiдних твер-
дженнях можна побудувати як

X = Z⊤SZ, S = S⊤. (5.48)

Зокрема, за умов (5.41) i (5.47) оцiнка J1 < γ виконується тодi i
лише тодi, коли iснує матриця (5.48), що задовольняє спiввiдно-
шення (5.43), (5.44) i (5.46). Для виконання строгої оцiнки J1 < γ
за умов (5.40) або (5.41) достатньо, щоб система ЛМН (5.42),
E⊤XE ≥ 0 i X < γ2H була сумiсною.

Лема 5.4 Якщо для деякої матрицi X = X⊤ виконується си-
стема ЛМН (5.43) i

Φ(X) =

[
A⊤XE + E⊤XA+ C⊤QC E⊤XB + C⊤QD

B⊤XE +D⊤QC D⊤QD − γ2P

]
≤ 0,

(5.49)
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то J ≤ γ. При цьому J < γ, якщо виконуються умови (5.37),
(5.40) i

rankΦ(X) = ρ+ s, rank (E⊤XE − γ2X0) = ρ. (5.50)

Навпаки, якщо J ≤ γ (J < γ) i виконуються умови (5.41), а та-
кож (5.47) або (5.38), (5.45) i rank

[
E⊤

1 , C
⊤QD

]
= rankE1, то

система спiввiдношень (5.43) i (5.49)
(
(5.43), (5.49) i (5.50)

)
су-

мiсна.

Наслiдок 5.2 Якщо виконуються умови (5.37) i (5.47), де
E1 = E, то J0 < γ тодi i лише тодi, коли сумiсна система
спiввiдношень

Φ(X) ≤ 0, rankΦ(X) = ρ+ s, E⊤XE ≥ 0. (5.51)

Зауваження 5.5 Якщо в лемi 5.4 використати обмеження
(5.47), то матрицю X у вiдповiдних твердженнях можна побу-
дувати у виглядi (5.48). Зокрема, за умов (5.41) i (5.47) J < γ тодi
i лише тодi, коли iснує матриця (5.48), що задовольняє спiввiдно-
шення (5.43), (5.49) i (5.50). Друга умова в (5.50) завжди вико-
нується при X < γ2H. Якщо вагова матриця X0 = X⊤

0 > 0, то за
умови (5.37) J < γ, коли сумiсна система спiввiдношень (5.51) i
E⊤XE < γ2X0.

Наведемо умови виконання верхнiх оцiнок для критерiїв якостi
J0 i J класу допустимих систем (5.34), використовуючи несимет-
ричнi розв’язки матричних нерiвностей.

Вiдомо, що система (5.34) є допустимою тодi i лише тодi, коли
сумiсна система спiввiдношень [130]

A⊤X +X⊤A < 0, E⊤X = X⊤E ≥ 0. (5.52)

Не обмежуючи загальностi, у цьому критерiї матрицю X можна
визначити як [122]

X = SE +WE⊤G, S = S⊤ > 0, (5.53)

де S ∈ Rn×n i G ∈ R(n−ρ)×n — новi шуканi матрицi. При цьому
друге спiввiдношення в (5.52) виконується автоматично.
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Запишемо друге спiввiдношення в (5.52), еквiвалентне (5.53), у
виглядi ЛМН щодо двох матриць X i S0 = S⊤

0 ≥ 0:[
S0 S0 − E⊤X

S0 −X⊤E 0

]
≥ 0. (5.54)

Тут S0 = E⊤X = X⊤E, оскiльки всi елементи рядкiв i стовпцiв
невiд’ємно визначеної матрицi, що вiдповiдають нульовим дiаго-
нальним елементам, також мають бути нульовими.

Лема 5.5 Якщо iснують матрицi X i S0 = S⊤
0 ≥ 0, що задо-

вольняють систему ЛМН (5.54) i

Ψ(X) =

[
A⊤X +X⊤A+ C⊤QC X⊤B + C⊤QD

B⊤X +D⊤QC D⊤QD − γ2P

]
< 0, (5.55)

то система (5.34) допустима i J0 < γ. Зворотне твердження
виконується за умови

rank
[
E⊤, C⊤QD

]
= ρ. (5.56)

Застосовуючи лему 8.6, можна встановити, що ЛМН (5.55) має
розв’язок X тодi i лише тодi, коли D⊤QD < γ2P i D⊤

1 QD1 < γ2P ,
де D1 = D − CA−1B. Iз цих спiввiдношень та леми 5.5, зокрема,
випливає нижня оцiнка J0 > γ0, де

γ0 = max
{
γ : det

[
(D⊤QD − γ2P )(D⊤

1 QD1 − γ2P )
]
= 0

}
.

Лема 5.6 Нехай вагова матриця X0 подана у виглядi (5.40).
Якщо сумiсна система спiввiдношень (5.54), (5.55) i

S0 ≤ γ2X0, rank (S0 − γ2X0) = ρ, (5.57)

то система (5.34) допустима i J < γ. Зворотне твердження
виконується за умови (5.56).

Зауваження 5.6 Застосовуючи лему 8.8, можна встановити,
що спiввiдношення (5.54) i (5.57) у лемi 5.6 виконуються тодi i
лише тодi, коли матрицю X можна подати так:

X = SE +WE⊤G, 0 < S < γ2H. (5.58)
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Лема 5.7 Нехай вагову матрицю X0 подано у виглядi (5.40).
Система (5.34) допустима i J < γ тодi i лише тодi, коли систе-
ма ЛМН (5.58) i

Ξ(X,Λ) = Ψ(X) +

[
0 A⊤WE⊤Λ

Λ⊤W⊤
E⊤A B⊤WE⊤Λ + Λ⊤W⊤

E⊤B

]
< 0

(5.59)
сумiсна щодо S = S⊤ ∈ Rn×n, G ∈ R(n−ρ)×n i Λ ∈ R(n−ρ)×s.

Для доведення леми 5.7 систему (5.34) можна записати як

Ẽ ˙̃x = Ã x̃+ B̃ w, z = C̃ x̃, x̃(0) = x̃0, x̃ =

[
x
w

]
,

Ẽ =

[
E 0
0 0

]
, Ã =

[
A 0
0 Is

]
, B̃ =

[
B
−Is

]
, C̃ =

[
C D

]
та застосувати до неї лему 5.6.

Iз лем 5.3—5.7 випливають алгоритми обчислення критерiїв
якостi системи (5.34) типу (5.39), що ґрунтуються на розв’язаннi
вiдповiдних оптимiзацiйних задач. Зокрема, за умов лем 5.6 i 5.7
вiдповiдно маємо

J = inf
{
γ : Ψ(X) < 0, 0 ≤ E⊤X = X⊤E ≤ γ2X0

}
,

J = inf
{
γ : Ξ

(
SE +WE⊤G,Λ

)
< 0, 0 < S < γ2H

}
.

Зауваження 5.7 За умов, що забезпечують строгi оцiнки
J0 < γ i J < γ у лемах 5.4—5.6, нульовий стан системи (5.34)
зi структурованою невизначенiстю (5.9) робастно стiйкий. Зокре-
ма, за умов леми 5.4 (5.6) квадратична форма v(x) = x⊤E⊤XEx
(v(x) = x⊤S0x) є спiльною функцiєю Ляпунова вiдповiдної сiм’ї
систем. Цi факти встановлюються на базi перетворення пари мат-
риць (E,A) до канонiчної форми Веєрштрасса та застосування
теореми 3.6.

Зауваження 5.8 Якщо для деяких матриць X i S0 = S⊤
0 при

γ = J виконуються спiввiдношення (5.54) i

S0 ≤ γ2X0, A⊤
1 X +X⊤A1 +X⊤R1X +Q1 = 0,
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де матрицi A1, R1 i Q1 визначено в (5.10), то структурова-
ний вектор збурень (5.12), при якому скiнченний спектр в’язки
матриць A + BK∗ − λE належать C−, та будь-який вектор
x0 ∈ Ker (S0 − γ2X0) є найгiршими зовнiшнiми та початковими
збуреннями в системi (5.34) щодо критерiю якостi J (див. заува-
ження 5.2).

5.3.3 Гасiння обмежених збурень

Розглянемо дескрипторну систему з керованими та спостережу-
ваними виходами:

E ẋ = Ax+B1w +B2 u, x(0) = x0,
z = C1 x+D11w +D12 u,
y = C2 x+D21w +D22 u,

(5.60)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rk, y ∈ Rl i rankE = ρ ≤ n.
Керування шукатимемо у виглядi статичного або динамiчного ре-
гуляторiв за спостережуваним виходом y, якi гарантують задану
оцiнку J < γ для критерiю якостi (5.39) замкненої системи щодо
керованого виходу z.

Надалi будемо припускати, що вагову матрицю X0 в (5.39) по-
дано у виглядi (5.40).

Якщо в’язка матриць F (λ) = A − λE неiмпульсна, то для
розв’язування поставленої задачi можна застосувати невироджене
перетворення системи (5.60) на базi спiввiдношень

LER =

[
Iρ 0
0 0

]
, LAR =

[
A1 A2

A3 A4

]
. (5.61)

Тут

L =

[
E+
l

E⊥+
l

]
, R =

[
E+
r

E⊥+
r

]⊤
, x = R

[
x1
x2

]
, x1 ∈ Rρ, x2 ∈ Rn−ρ,

El, Er ∈ Rn×ρ — компоненти скелетного розкладу E = ElE
⊤
r . При

цьому рангова умова (5.37) виконується тодi i лише тодi, коли

det A4 ̸= 0, A4 = E⊥+
l AE⊥+⊤

r . (5.62)
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Виключаючи змiнну x2 = −A−1
4

(
A3x1 + B12w + B22u

)
в (5.60) за

умов (5.61) i (5.62), отримаємо звичайну систему

ẋ1 = Ā x1 + B̄1w + B̄2 u, x1(0) = x10,
z = C̄1 x1 + D̄11w + D̄12 u,
y = C̄2 x1 + D̄21w + D̄22 u,

(5.63)

де

Ā = A1−A2A
−1
4 A3, B̄1 = B11−A2A

−1
4 B12, B̄2 = B21−A2A

−1
4 B22,

C̄1=C11−C12A
−1
4 A3, D̄11=D11−C12A

−1
4 B12, D̄12=D12−C12A

−1
4 B22,

C̄2=C21−C22A
−1
4 A3, D̄21=D21−C22A

−1
4 B12, D̄22=D22−C22A

−1
4 B22,

LB1=

[
B11

B12

]
, LB2=

[
B21

B22

]
, C1R =

[
C11, C12

]
, C2R =

[
C21, C22

]
.

Спектр матрицi Ā збiгається з σ(F ), а критерiй якостi J цiєї систе-
ми не залежить вiд x2. Справдi, враховуючи, що L−1 =

[
El, E

⊥
l

]
,

маємо x⊤0 X0x0 = x⊤10H1x10, де H1 = E⊤
l HEl.

Отже, до системи (5.63) за умови (5.62) можна застосувати вi-
домi методи синтезу статичних та динамiчних регуляторiв (див.
пiдрозд. 5.2), якi розв’язують поставлену задачу для вихiдної де-
скрипторної системи (5.60). Якщо умова (5.62) не виконується,
але iснує така матриця K1, що det

[
E⊥+
l (A+B2K1C2)E

⊥+⊤
r

]
̸= 0,

то у випадку D22 = 0 замiсть (5.17) можна застосувати регуля-
тор u = K1y + ũ, де ũ = Ky — нове керування, яке розв’язує
поставлену задачу для замкненої системи.

Дослiджуючи клас систем (5.60), використовують такi їхнi вла-
стивостi, як C-, R- та I-керованiсть, а також двоїстi до них
C-, R- та I-спостережуванiсть [17, 110]. Зокрема, розв’язуючи
узагальненi задачi H∞-оптимiзацiї необхiдно, щоб трiйка мат-
риць (E,A,B2) була стабiлiзовною та I-керованою. Це озна-
чає, що повинна iснувати така матриця K, що пара матриць
(E,A + B2K) є стiйкою i неiмпульсною, тобто допустимою. Кри-
терiями I-керованостi трiйки (E,A,B2) та I-спостережуваностi
трiйки (E,A,C2) є вiдповiднi рiвностi [104]

rank

[
E 0 0
A E B2

]
= n+ ρ, rank

[
E⊤ 0 0
A⊤ E⊤ C⊤

2

]
= n+ ρ.
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Замкнена система зi статичним регулятором (5.17) має вигляд

Eẋ = A∗x+B∗w, z = C∗x+D∗w, (5.64)

де матричнi коефiцiєнти A∗, B∗, C∗ i D∗ визначенi в (5.19). Вра-
ховуючи лему 5.6, сформулюємо аналог теореми 5.1.

Теорема 5.3 Нехай для деяких матриць X, Y i S0 = S⊤
0 ви-

конується система спiввiдношень (5.54), (5.57) i

W⊤
R

[
A⊤X +X⊤A+ C⊤

1 QC1 X⊤B1 + C⊤
1 QD11

B⊤
1 X +D⊤

11QC1 D⊤
11QD11 − γ2P

]
WR < 0,

(5.65)

W⊤
L

[
AY + Y ⊤A⊤ +B1P

−1B⊤
1 Y ⊤C⊤

1 +B1P
−1D⊤

11

C1Y +D11P
−1B⊤

1 D11P
−1D⊤

11−γ2Q−1

]
WL < 0,

(5.66)

rank

[
X γIn
γIn Y

]
= n, (5.67)

де R =
[
C2, D21

]
, L =

[
B⊤

2 , D
⊤
12

]
i γ > 0. Тодi iснує статичний

регулятор (5.17), за якого замкнена система (5.64) є допусти-
мою i має критерiй якостi J < γ. Навпаки, якщо для деякого
регулятора (5.17) замкнена система (5.64) допустима, J < γ i

rank
[
E⊤, C⊤

∗ QD∗
]
= ρ, (5.68)

то система спiввiдношень (5.54), (5.57), (5.65)—(5.67) сумiсна.

За умов теореми 5.3 шукану матрицюK регулятора (5.17) мож-
на визначити у виглядi (5.20), де K0 — розв’язок ЛМН:

L⊤
0 K0R0 +R⊤

0 K
⊤
0 L0 +Ω < 0, (5.69)

R0 =
[
C2, D21, 0l×k

]
, L0 =

[
B⊤

2 , D
⊤
12, 0m×s

]
X̃,

X̃ =

 X 0 0
0 0 Ik
0 Is 0

 , Ω =

 A⊤X +X⊤A X⊤B1 C⊤
1

B⊤
1 X −γ2P D⊤

11

C1 D11 −Q−1

 .
Рангова умова (5.68) не залежить вiд K i виконується, якщо

D11 = 0, D21 = 0 (5.70)
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або
D12 = 0, rank

[
E⊤, C⊤

1 QD11

]
= ρ. (5.71)

Запишемо спiввiдношення (5.54) i (5.57) як[
G0 G0 − EY

G0 − Y ⊤E⊤ 0

]
≥ 0, (5.72)

0 ≤ G0 ≤ Y ⊤X0Y, rank (G0 − Y ⊤X0Y ) = ρ, (5.73)

де Y = γ2X−1, G0 — деяка невiдома матриця.

Наслiдок 5.3 Нехай виконуються умови (5.25) i сумiсна що-
до Y i G0 = G⊤

0 система спiввiдношень (5.66) i (5.72)
(
(5.66),

(5.72) i (5.73)
)
. Тодi для системи (5.60) iснує статичний регу-

лятор за станом u = Kx, за якого замкнена система (5.64) є
допустимою i виконується оцiнка J0 < γ (J < γ). Зворотне
твердження справедливе, якщо разом з (5.25) виконуються умо-
ви (5.70) або (5.71).

Для системи (5.60) розглянемо сiм’ю статичних регуляторiв
(5.17) при K ∈ K, де K =

{
K : K⊤ΛK ≤ Θ

}
, Λ = Λ⊤ > 0 i

Θ = Θ⊤ > 0 — деякi матрицi.

Теорема 5.4 Нехай iснують матрицi X, S0 = S⊤
0 ≥ 0,

Λ = Λ⊤ > 0 i Θ = Θ⊤ > 0, що задовольняють систему ЛМН
(5.54) i

Ω(X,Λ,Θ) =

 Ω1 Ω2 Ω3

Ω⊤
2 Ω4 Ω5

Ω⊤
3 Ω⊤

5 Ω6

 < 0, (5.74)

де
Ω1 = A⊤X +X⊤A+ C⊤

1 QC1 + C⊤
2 ΘC2,

Ω2 = X⊤B1 + C⊤
1 QD11 + C⊤

2 ΘD21,

Ω3 = X⊤B2 + C⊤
1 QD12 + C⊤

2 ΘD22,

Ω4 = D⊤
11QD11 +D⊤

21ΘD21 − γ2P,

Ω5 = D⊤
11QD12 +D⊤

21ΘD22, Ω6 = D⊤
12QD12 +D⊤

22ΘD22 − Λ.

Тодi для будь-якого керування (5.17) при K ∈ K замкнена систе-
ма (5.64) є допустимою i виконується оцiнка J0 < γ. При цьому
J < γ, якщо разом з (5.54) i (5.74) виконуються умови (5.57).
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Доведення теореми 5.4 безпосередньо випливає з лем 5.5, 5.6,
8.10 та подання виразу (5.55) у лемi 5.5 для замкненої системи
(5.64) у виглядi

W (X) + U⊤(X)K0V + V ⊤K⊤
0 U(X) + V ⊤K⊤

0 RK0V < 0, (5.75)

де K0 = (Im −KD22)
−1K, V =

[
C2, D21

]
, R = D⊤

12QD12,

U(X) =
[
B⊤

2 X +D⊤
12QC1, D

⊤
12QD11

]
,

W (X) =

[
A⊤X +X⊤A+ C⊤

1 QC1 X⊤B1 + C⊤
1 QD11

B⊤
1 X +D⊤

11QC1 D⊤
11QD11 − γ2P

]
.

При цьому умову Ω < 0 в (8.20) записують як (5.74) (див. заува-
ження 8.1).

У разi застосування теореми 5.4 необхiдно, щоб за вiдсутностi
керування (u = 0) виконувалася оцiнка J0 < γ, а в’язка матриць
F (λ) була допустимою. Для знаходження керування (5.17), що
забезпечує цi властивостi замкненої системи, можна скористатися
умовами (b) i (e) леми 8.7 для виразу (5.75) у випадках D12 = 0 i
rankD12 = m. Зокрема, виконується таке твердження.

Теорема 5.5 Нехай виконуються умови

R0 = D⊤
12QD12 > 0, R1 = γ2P −D⊤

11Q1D11 > 0. (5.76)

Тодi iснує керування (5.17), за якого замкнена система (5.64) є
допустимою i має критерiй якостi J < γ, якщо сумiсна щодо X
i S0 = S⊤

0 ≥ 0 система спiввiдношень (5.54), (5.57), (5.65) i

A⊤
2 X +X⊤A2 +X⊤R2X +Q2 < 0, (5.77)

де A2 = A1 +B11R
−1
1 D⊤

11Q1C1, A1 = A−B2R
−1
0 D⊤

12QC1,
R2 = B11R

−1
1 B⊤

11 − B2R
−1
0 B⊤

2 , B11 = B1 − B2R
−1
0 D⊤

12QD11,
Q1 = Q−QD12R

−1
0 D⊤

12Q, Q2 = C⊤
1 (Q1 +Q1D11R

−1
1 D⊤

11Q1)C1.

За умов теореми 5.5 матрицю K шуканого регулятора можна
визначити у виглядi (5.20), де K0 — розв’язок матричної нерiвно-
стi (5.75). Крiм того, за допомогою теореми 5.4 можна побудувати
сiм’ю таких регуляторiв u = (K + K̃) y при K̃ ∈ K.
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Розглянемо систему (5.60) з динамiчним регулятором (5.27) по-
рядку r i подамо її так (див. зауваження 5.3):

Ê ˙̂x = Â x̂+ B̂1w + B̂2 û, x̂(0) = x̂0,

z = Ĉ1 x̂+ D̂11w + D̂12 û,

ŷ = Ĉ2 x̂+ D̂21w,

(5.78)

використовуючи статичний регулятор û = K̂0ŷ. За умови (5.18)
замкнена система у розширеному просторi Rn+r має вигляд

Ê ˙̂x = Â∗ x̂+ B̂∗w, z = Ĉ∗ x̂+ D̂∗w, x̂(0) = x̂0, (5.79)

де Ê = diag
{
E, Ir

}
, а матричнi коефiцiєнти Â∗, B̂∗, Ĉ∗ i D̂∗

визначено в (5.28). При цьому матрицi регулятора виражаються
у виглядi (5.29) через блоки матрицi K̂0.

Нехай Ĵ — критерiй якостi системи (5.79) типу (5.39) з почат-
ковим вектором x̂0 та ваговою матрицею

X̂0 = Ê⊤ĤÊ, Ĥ =

[
H H⊤

1

H1 H2

]
> 0.

Оскiльки ξ0 = 0, то його значення збiгається з J , причому
X0 = E⊤HE — перший дiагональний блок матрицi X̂0.

Позначимо блоковi матрицi як

X̂ =

[
X X3

X1 X2

]
, Ŷ =

[
Y Y3
Y1 Y2

]
(5.80)

i розглянемо умови теореми 5.3 для системи (5.78):

Ê⊤X̂ = X̂⊤Ê = Ŝ0 ≥ 0, rank (Ŝ0 − γ2X̂0) = ρ+ r, (5.81)

W⊤
R̂

[
Â⊤X̂ + X̂⊤Â+ Ĉ⊤

1 QĈ1 X̂⊤B̂1 + Ĉ⊤
1 QD11

B̂⊤
1 X̂ +D⊤

11QĈ1 D⊤
11QD11 − γ2P

]
W
R̂
< 0,

(5.82)

W⊤
L̂

[
ÂŶ + Ŷ ⊤Â⊤ + B̂1P

−1B̂⊤
1 Ŷ ⊤Ĉ⊤

1 + B̂1P
−1D⊤

11

Ĉ1Ŷ +D11P
−1B̂⊤

1 D11P
−1D⊤

11 − γ2Q−1

]
W
L̂
< 0,

(5.83)
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X̂Ŷ = γ2In+r. (5.84)

Тут R̂ =
[
Ĉ2, D̂21

]
i L̂ =

[
B̂⊤

2 , D̂
⊤
12

]
. Враховуючи блокову струк-

туру матричних коефiцiєнтiв та вирази

W
R̂
=

 In 0 0
0 0 Ir
0 Is 0

[
WR

0r× s1

]
=

 In 0
0 0
0 Is

WR, R =
[
C2, D21

]
,

W
L̂
=

 In 0 0
0 0 Ip
0 Ik 0

[
WL

0p× k1

]
=

 In 0
0 0
0 Ik

WL, L =
[
B⊤

2 , D
⊤
12

]
,

де s1 = n+ s− rankR i k1 = n+k− rankL, спiввiдношення (5.82) i
(5.83) зведемо до вiдповiдних нерiвностей (5.65) i (5.66) щодо пер-
ших дiагональних блокiв X,Y ∈ Rn×n матриць X̂ i Ŷ . При цьому
матрицi X i Y потрiбно шукати невиродженими (див. доведення
леми 8.4), а доповнювальнi блоки X1, Y1 ∈ Rr×n, X2, Y2 ∈ Rr×r i
X3, Y3 ∈ Rn×r повиннi бути такими, щоб виконувалися спiввiдно-
шення (5.81) i (5.84). Рангового обмеження (5.81) за умов (5.54)
i (5.57) можна досягти вибором доповнювальних блокiв H1 i H2

матрицi Ĥ, якi не впливають на значення критерiю якостi Ĵ . Для
критерiю якостi Ĵ0 = J0 це обмеження не використовується.

Якщо вдається задовольнити всi спiввiдношення (5.81)—(5.84),
то шукану матрицю K̂0 визначимо як розв’язок ЛМН: Â⊤

∗ X̂ + X̂⊤Â∗ X̂⊤B̂∗ Ĉ⊤
∗

B̂⊤
∗ X̂ −γ2P D̂⊤

∗
Ĉ∗ D̂∗ −Q−1

 = L̂⊤
0 K̂0R̂0 + R̂⊤

0 K̂
⊤
0 L̂0 + Ω̂ < 0.

(5.85)
Тут R̂0 =

[
R̂, 0(l+r)×k

]
, L̂0 =

[
L̂, 0(m+r)×s

]
X̃,

X̃ =

 X̂ 0 0
0 0 Ik
0 Is 0

 , Ω̂ =

 Â⊤X̂ + X̂⊤Â X̂⊤B̂1 Ĉ⊤
1

B̂⊤
1 X̂ −γ2P D̂⊤

11

Ĉ1 D̂11 −Q−1

 .
Введемо симетричну блокову матрицю

W =

[
S0 γE⊤

γE G0

]
≥ 0, (5.86)
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де S0 = E⊤X i G0 = EY — розв’язок ЛМН (5.54) i (5.72). На
пiдставi лем 8.4 i 8.6 отримуємо такий результат.

Теорема 5.6 Нехай для деяких матриць X, Y , S0 = S⊤
0 ≥ 0

i G0 = G⊤
0 ≥ 0 виконується система ЛМН (5.57), (5.65), (5.66),

(5.86) i спiввiдношення

rankW = ρ+ δ, rank∆ = δ ≤ r, (5.87)

де ∆ = γ2In−XY. Тодi iснує динамiчний регулятор (5.27), за яко-
го замкнена система (5.79) є допустимою i має критерiй якостi
J < γ. Навпаки, якщо для деякого регулятора (5.27) замкнена
система допустима, виконуються оцiнка J < γ i рiвнiсть (5.68)
то система ЛМН (5.57) (5.65), (5.66) i (5.86) за умов (5.87) су-
мiсна.

Зауваження 5.9 Замiсть спiввiдношень (5.86) i (5.87) у тео-
ремi 5.6 можна використати еквiвалентнi умови (див. лему 8.4)

EY = Y ⊤E⊤ ≥ 0, rank

[
X −ΘE γIn
γIn Y

]
= n, rankΘ ≤ r,

(5.88)
де Θ = Θ⊤ ≥ 0 — нова невiдома матриця. При цьому
Θ = X3X

−1
2 X⊤

3 , де X1 = X⊤
3 E, X2 = X⊤

2 > 0 i X3 є доповню-
вальними блоками матрицi X̂ в (8.10). Випадки Θ = 0 або δ = 0
вiдповiдають умовам iснування статичного регулятора в теоремi
5.3. За умов (5.86) i (5.87) δ ≤ ρ, причому нерiвнiсть δ ≤ r вико-
нується автоматично, якщо порядок регулятора r ≥ ρ.

На пiдставi теореми 5.6 наведемо алгоритм синтезу динамiчно-
го регулятора (5.27) для системи (5.60):

1) обчислення матриць WL i WR, де L =
[
B⊤

2 , D
⊤
12

]
,

R =
[
C2, D21

]
;

2) розв’язування системи ЛМН (5.57), (5.65), (5.66) i (5.86) що-
до X, Y , S0 i G0 за умов (5.87);

3) формування доповнювальних блокiв X1, X2 i X3 матрицi X̂
у виглядi (8.14);

4) розв’язування ЛМН (5.85) щодо K̂0;
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5) обчислення матриць регулятора (5.27) за формулою (5.29).

У разi застосування цього алгоритму замкнена система (5.79)
є допустимою i виконується оцiнка J < γ. Якщо в п. 2 алгоритму
замiсть (5.86) i (5.87) використати спiввiдношення (5.88) з невi-
домими X, Y i Θ, то, формуючи матрицi X1, X2 i X3 у п. 3,
замiсть (8.14) можна покласти X1 = X⊤

3 E i X3X
−1
2 X⊤

3 = Θ. Тодi
стовпцями матрицi X3 можуть бути ортонормованi власнi векто-
ри матрицi Θ, що вiдповiдають її r = rankΘ ненульовим власним
значенням θi > 0, при цьому X2 = diag{θ1, . . . , θr}−1. Для досяг-
нення оцiнки J0 < γ можна використати спрощений варiант на-
веденого алгоритму, в якому спiввiдношення з ваговою матрицею
X0 не використовується.

На пiдставi леми 8.7 (умови (b) та (g)), теореми 5.5 та подання
системи (5.60) з динамiчним регулятором (5.27) у виглядi (5.78)
можна встановити таке твердження.

Теорема 5.7 Нехай виконуються умови (5.76) та iснують
матрицi X, S0 i Θ = Θ⊤ ≥ 0, що задовольняють систему спiввiд-
ношень (5.54), (5.57), (5.65) i

A⊤
2 X̃ + X̃⊤A2 + X̃⊤R2X̃ +Q2 < 0, (5.89)

де X̃ = X − ΘE, а матрицi A2, R2 i Q2 визначено в (5.77). Тодi
iснує динамiчний регулятор (5.27) порядку r = rankΘ, за якого
замкнена система (5.79) є допустимою i J < γ.

Для побудови динамiчного регулятора, що задовольняє теоре-
му 5.7, можна скористатися модифiкацiєю наведеного вище алго-
ритму, використовуючи замiсть (5.57), (5.65), (5.66), (5.86) i (5.87)
систему спiввiдношень (5.54), (5.57), (5.65) i (5.89) щодо невiдомих
X, S0 i Θ = Θ⊤ ≥ 0. При цьому доповнювальнi блоки матрицi
X̂, як i ранiше, визначається спiввiдношеннями Θ = X3X

−1
2 X⊤

3 ,
X1 = X⊤

3 E i X2 = X⊤
2 > 0, а ранг матрицi Θ визначає порядок

шуканого динамiчного регулятора.
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5.3.4 Параметризацiя розв’язкiв матричних
нерiвностей

Пiд час реалiзацiї викладених методiв синтезу регуляторiв мо-
жуть виникати обчислювальнi проблеми, пов’язанi з додатковими
ранговими обмеженнями на розв’язки X i Y використовуваних
матричних нерiвностей. Переформулюємо умови iснування регу-
ляторiв, якi забезпечують задану оцiнку J < γ для критерiю яко-
стi (5.39) замкненої системи, застосовуючи параметричнi подання
шуканих матриць:

X = SE +WE⊤G, (5.90)

Y = TE⊤ +WEF, (5.91)

де S = S⊤ ∈ Rn×n, T = T⊤ ∈ Rn×n, G ∈ R(n−ρ)×n i F ∈ R(n−ρ)×n−
матрицi, що пiдлягають визначенню. Крiм того, будемо викори-
стовувати компоненти скелетного розкладу E = ElE

⊤
r i вираз ва-

гової матрицi (5.40) у (5.39). Застосування цих виразiв дає змогу в
багатьох випадках вирiшити проблеми синтезу для класу систем
(5.60) винятково в термiнах ЛМН.

Лема 5.8 Нехай матрицi X i Y пов’язанi спiввiдношенням
XY = γ2In. Тодi такi твердження еквiвалентнi:

(i) виконується система спiввiдношень

0 ≤ E⊤X = X⊤E ≤ γ2X0, rank (E⊤X − γ2X0) = ρ; (5.92)

(ii) матриця X допускає подання (5.90) i

0 < E⊤
l SEl < γ2E⊤

l HEl; (5.93)

(iii) матриця Y допускає подання (5.91) i

E⊤
r TEr > (E⊤

l HEl)
−1. (5.94)

Доведення. (ii) ⇒ (i). Очевидно, що спiввiдношення (5.92) є
наслiдком (5.90) i (5.93), оскiльки

E⊤X = E⊤SE ≥ 0, E⊤X − γ2X0 = Er
(
E⊤
l SEl − γ2E⊤

l HEl
)
E⊤
r .
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(i) ⇒ (ii). Нехай L i R — невиродженi матрицi, за яких

E = L−1

[
Iρ 0
0 0

]
R−1, El = L−1

[
Iρ
0

]
, Er = R−1⊤

[
Iρ
0

]
,

WE = R

[
0

In−ρ

]
, WE⊤ = L⊤

[
0

In−ρ

]
.

Будь-яка матриця X в (5.92) має таку структуру:

X = L⊤
[
X1 0
X2 X3

]
R−1, 0 < X1 = X⊤

1 < γ2E⊤
l HEl. (5.95)

Спiввiдношення (5.95) набувають вигляду (5.90) i (5.93), якщо

S = L⊤
[
S1 S⊤

2

S2 S3

]
L, G =

[
G1 G2

]
R−1, (5.96)

де S1 = X1, S2 = X2 − G1, G2 = X3, причому G1 i S3 = S⊤
3 —

довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.
(iii) ⇒ (i). Спiввiдношення (5.92) виконуються тодi i лише тодi,

коли

0 ≤ EY = Y ⊤E⊤ ≤ Y ⊤X0Y, rank
(
EY − Y ⊤X0Y

)
= ρ, (5.97)

де Y = γ2X−1. Враховуючи (5.91) i (5.94), маємо

EY = ETE⊤ ≥ 0, EY − Y ⊤X0Y = ElT1
(
T−1
1 − E⊤

l HEl
)
T1E

⊤
l ,

де T1 = E⊤
r TEr. Крiм того, T−1

1 < E⊤
l HEl тодi i лише тодi, ко-

ли T1 > (E⊤
l HEl)

−1. Отже, виконуються спiввiдношення (5.97) i
(5.92).

(i) ⇒ (iii). За умов (5.92) з урахуванням (5.95) маємо

Y = γ2X−1 = γ2R

[
X−1

1 0

−X−1
3 X2X

−1
1 X−1

3

]
L−1⊤.

Покладемо T1 = γ2X−1
1 , T2 = −F1 − γ2X−1

3 X2X
−1
1 , F2 = γ2X−1

3 ,
T3 = T⊤

3 , F1 ∈ R(n−ρ)×ρ i

T = R

[
T1 T⊤

2

T2 T3

]
R⊤, F =

[
F1 F2

]
L−1⊤.
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Враховуючи подання блоку T1 = E⊤
r TEr, а також еквiвалентнiсть

нерiвностей X1 < γ2E⊤
l HEl i γ2X−1

1 > (E⊤
l HEl)

−1, маємо спiввiд-
ношення (5.91 ) i (5.94). 2

Зауваження 5.10 Очевидно, що обмеження (5.93) є наслiд-
ком нерiвностей 0 < S < γ2H. Формуючи матрицю S у (5.96),
останнiх нерiвностей завжди можна досягти вибором блокiв G1 i
S3. Можна також встановити, що обмеження (5.94) виконується,
якщо T > X+

0 = E+H−1E+⊤.

Зауваження 5.11 Матрицi (5.90) i (5.91) мають таку струк-
туру:

X = L⊤
[

S1 0
S2 +G1 G2

]
R−1, Y = R

[
T1 0

T2 + F1 F2

]
L−1⊤. (5.98)

Цi матрицi невиродженi тодi i лише тодi, коли невиродженi дiаго-
нальнi блоки S1 = E⊤

l SEl, G2 = GWE , T1 = E⊤
r TEr i F2 = FWE⊤ ,

причому рiвнiсть XY = γ2In означає, що

S1T1 = γ2Iρ, G2F2 = γ2In−ρ, (S2+G1)T1+G2(T2+F1) = 0. (5.99)

Перша i друга рiвностi в (5.99) еквiвалентнi вiдповiдним умовам:

rank

[
E⊤
l SEl γIρ
γIρ E⊤

r TEr

]
= ρ, rank

[
GWE γIn−ρ
γIn−ρ FWE⊤

]
= n− ρ.

(5.100)
За цих умов третю рiвнiсть в (5.99) можна розв’язати щодо S2,
G1, T2 або F1. Отже, якщо для заданих матриць X i Y вигляду
(5.90) i (5.91) виконуються умови (5.100), то iснують аналогiчнi
зображення цих матриць X = S̃E +WE⊤G̃ i Y = T̃E⊤ +WEF̃ , за
яких XY = γ2In, причому E⊤

l SEl = E⊤
l S̃El, E

⊤
r TEr = E⊤

r T̃Er,
GWE = G̃WE i FWE⊤ = F̃WE⊤ .

На пiдставi леми 5.8 твердження теорем 5.3—5.5 будуть вико-
нуватись, якщо замiсть (5.54) i (5.57) використати спiввiдношення
(5.90) i (5.93). За такої змiни формулювань цих теорем шуканими
матрицями будуть S = S⊤, G i Y .
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Наведемо наслiдки теореми 5.3 з використанням виразiв (5.90)
i (5.93). У цiй теоремi замiсть (5.67) можна застосовувати умо-
ви (5.100) (див. зауваження 5.11). Для виконання другої умови в
(5.100) можна покласти

G = G̃E + γCW+
E , F = F̃E⊤ + γC−1W+

E⊤ , (5.101)

де W+
E = (W⊤

EWE)
−1W⊤

E i W+
E⊤ = (W⊤

E⊤WE⊤)−1W⊤
E⊤ — псевдо-

оберненi матрицi, а C — будь-яка невироджена матриця.

Наслiдок 5.4 Нехай iснують матрицi S = S⊤, T = T⊤, G̃ i
F̃ , що задовольняють систему ЛМН (5.65), (5.66), (5.93) i

Γ =

[
E⊤
l SEl γIρ
γIρ E⊤

r TEr

]
≥ 0 (5.102)

за умови rankΓ = ρ, де X i Y визначено виразами (5.90), (5.91) i
(5.101). Тодi iснує статичний регулятор (5.17), за якого замкне-
на система (5.64) допустима i має критерiй якостi J < γ.

Наслiдок 5.5 Нехай виконуються умови (5.25). Тодi для си-
стеми (5.60) iснує статичний регулятор за станом u = Kx, за
якого замкнена система (5.64) допустима i J < γ, якщо сумiсна
одна iз систем ЛМН (5.66) i (5.94) або (5.94) i γ2(AY + Y ⊤A⊤+B2Z + Z⊤B⊤

2 ) γ2B1 Y ⊤C⊤
1 + Z⊤D⊤

12

γ2B⊤
1 −γ2P D⊤

11

C1Y +D12Z D11 −Q−1

 < 0,

(5.103)
де Y — невироджена матриця вигляду (5.91). Зворотне твер-
дження справедливе, якщо разом з (5.25) виконуються умови
(5.70) або (5.71). У випадку виконання спiввiдношень (5.94) i
(5.103) матрицю регулятора можна знайти як K = ZY −1.

Зазначимо, що матриця Y у наслiдку 5.5 невироджена, якщо
такою є матриця FWE⊤ . Зокрема, вираз F = F̃E⊤ + CW⊤

E⊤ , де
F̃− нова шукана, а C — будь-яка невироджена матрицi, гарантує
невиродженiсть матрицi Y у цьому твердженнi.
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Наведемо допомiжне твердження, яке дає можливiсть викори-
стовувати вирази (5.90) i (5.91) для побудови динамiчних регуля-
торiв.

Лема 5.9 Нехай XY ̸= γ2In, де X i Y — матрицi вигляду
(5.90) i (5.91 ). Тодi наступнi твердження є еквiвалентними:

(i) матрицi X i Y невиродженi й виконуються спiввiдношення
(5.93), (5.102) i

rankΓ = ρ+ δ, δ = rank∆, ∆ = γ2In −XY ; (5.104)

(ii) iснують матрицi S1 ∈ Rδ×n, S2 = S⊤
2 ∈ Rδ×δ,

G1 ∈ R(n−ρ)×δ, T1 ∈ Rδ×n, T2 = T⊤
2 ∈ Rδ×δ, F1 ∈ R(n−ρ)×δ,

H1 ∈ Rδ×n i H2 = H⊤
2 ∈ Rδ×δ, за яких

0 < Ê⊤
l ŜÊl < γ2Ê⊤

l ĤÊl, (5.105)

X̂Ŷ = γ2In+δ, (5.106)

де

X̂ = ŜÊ +W
Ê⊤Ĝ, Ŝ =

[
S S⊤

1

S1 S2

]
, Ĝ =

[
G G1

]
, (5.107)

Ŷ = T̂ Ê⊤ +W
Ê
F̂ , T̂ =

[
T T⊤

1

T1 T2

]
, F̂ =

[
F F1

]
, (5.108)

Ê =

[
E 0
0 Iδ

]
= ÊlÊ

⊤
r , Êl =

[
El 0
0 Iδ

]
, Êr =

[
Er 0
0 Iδ

]
,

W
Ê
=

[
WE

0

]
, W

Ê⊤ =

[
WE⊤

0

]
, Ĥ =

[
H H⊤

1

H1 H2

]
> 0.

Доведення. (ii) ⇒ (i). Запишемо спiввiдношення (5.105)—
(5.108):

0 <

[
E⊤
l SEl E⊤

l S
⊤
1

S1El S2

]
< γ2

[
E⊤
l HEl E⊤

l H
⊤
1

H1El H2

]
, (5.109)

XY +X3Y1 = γ2In, XY3 +X3Y2 = 0,

X1Y +X2Y1 = 0, X1Y3 +X2Y2 = γ2Iδ,
(5.110)
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X̂ =

[
X X3

X1 X2

]
=

[
SE +WE⊤G S⊤

1 +WE⊤G1

S1E S2

]
, (5.111)

Ŷ =

[
Y Y3
Y1 Y2

]
=

[
TE⊤ +WEF T⊤

1 +WEF1

T1E
⊤ T2

]
. (5.112)

Очевидно, що (5.93) є наслiдком (5.109), причому X2 = S2 > 0 i
Y2 = T2 > 0. Остання нерiвнiсть випливає iз Ê⊤

r T̂ Êr > (Ê⊤
l ĤÊl)

−1

(див. лему 5.8).
Iз (5.110)—(5.112) випливає, що X i Y — невиродженi матрицi,

оскiльки X(Y −Y3Y −1
2 Y1) = (X −X3X

−1
2 X1)Y = γ2In. Крiм того,

E⊤X = X⊤E ≥ 0, EY = Y ⊤E⊤ ≥ 0, X1 = X3E, Y1 = Y ⊤
3 E

⊤.

Використаємо таке перетворення матрицi Γ:

Φ⊤ΓΦ =

[
E⊤SE 0

0 Ξ

]
≥ 0, Φ =

[
E⊤
r −γE⊤

r X
−1

0 E⊤
l

]
, (5.113)

де E⊤SE ≥ 0 i Ξ = E(Y − γ2X−1) = Y ⊤
1 Y

−1
2 Y1 ≥ 0. Оскiль-

ки Φ — матриця повного рангу за рядками, то Γ ≥ 0. Ранго-
вi умови (5.104) також виконуються, оскiльки rank (E⊤SE) = ρ,
Ξ = −EX−1∆, ∆ = X3Y1, rank∆ ≤ rankY1 = rankΞ ≤ rank∆ i,
як наслiдок, rankΞ = δ.

(i) ⇒ (ii). Нехай виконуються умови (5.90), (5.91), (5.93), (5.102)
i (5.104), матрицiX i Y невиродженi i V — множник повного рангу
δ за рядками у розкладi Ξ = E(Y − γ2X−1) = V ⊤V . Тодi iснує
розв’язок U ∈ Rn×δ матричного рiвняння UV = ∆, оскiльки

rankV ≤ rank
[
V ⊤ ∆⊤ ]

= rank (V ⊤V +∆⊤∆) =

= rank
[
(∆⊤− EX−1)∆

]
≤ rank∆ = rankΞ = rankV

i rank
[
V ⊤ ∆⊤ ]

= rankV . При цьому V ⊤ = −EX−1U .
Покладемо

S1 = U⊤−G⊤
1W

⊤
E⊤ , S2 = γ2Iδ−V U, T1=−U⊤X−1⊤−F⊤

1W
⊤
E , T2=Iδ,

де F1 ∈ R(n−ρ)×δ i G1 ∈ R(n−ρ)×δ — довiльнi матрицi. Тодi в (5.111)
i (5.112) X1 = U⊤E, X2 = γ2Iδ − V U , X3 = U , Y1 = V , Y2 = Iδ i
Y3 = −X−1U .
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Враховуючи V = −U⊤X−1⊤E⊤, можна переконатися, що вико-
нуються спiввiдношення (5.110), тобто (5.106). Перша нерiвнiсть
в (5.109) випливає з леми Шура, оскiльки E⊤

l SEl > 0 i

S2 − S1El(E
⊤
l SEl)

−1E⊤
l S

⊤
1 =

= γ2Iδ − V U − U⊤El(E
⊤
l SEl)

−1E⊤
l U =

= γ2Iδ + U⊤[X−1⊤E⊤ − El(E
⊤
l SEl)

−1E⊤
l

]
U =

= γ2Iδ + U⊤X−1⊤Er
[
Iρ − E⊤

l SEl(E
⊤
l SEl)

−1
]
E⊤
l U =

= γ2Iδ > 0.

Тут також враховано, що WE⊤ =WE⊤
l
. Друга нерiвнiсть у (5.109)

виконується, якщо, наприклад, H1 = γ−2S1 i H2 > γ−2S2. 2

На пiдставi лем 5.8 та 5.9 переформулюємо теорему 5.6.

Теорема 5.8 Нехай iснують матрицi S = S⊤, T = T⊤, G i
F , що задовольняють систему ЛМН (5.65), (5.66), (5.93), (5.102),
i ранговi обмеження (5.104), де X i Y — невиродженi матрицi
вигляду (5.90) i (5.91). Тодi iснує динамiчний регулятор (5.27)
порядку r = δ, за якого замкнена система (5.79) є допустимою i
має критерiй якостi J < γ. Навпаки, якщо для деякого регуля-
тора (5.27) замкнена система допустима, виконуються оцiнка
J < γ i рiвнiсть (5.68), то система спiввiдношень (5.65), (5.66),
(5.93), (5.102) i (5.104) сумiсна.

Наслiдок 5.6 Нехай iснують матрицi S = S⊤, T = T⊤, G̃ i
F̃ , що задовольняють систему ЛМН (5.65), (5.66), (5.93) i

Γ =

[
E⊤
l SEl γIρ
γIρ E⊤

r TEr

]
> 0, (5.114)

де X i Y — матрицi, що визначаються виразами (5.90), (5.91) i
(5.101). Тодi iснує динамiчний регулятор (5.27) порядку r = ρ, за
якого замкнена система (5.79) є допустимою i J < γ.

Доведення. Матрицi X i Y в (5.90), (5.91) i (5.101) невирод-
женi, оскiльки

rank (L⊤XR) = n, L⊤XR =

[
E⊤SEE⊤ 0
W⊤
E⊤XE

⊤ γW⊤
E⊤WE⊤C

]
,
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rank (R⊤Y L) = n, R⊤Y L =

[
ETE⊤E 0
W⊤
E Y E γW⊤

EWEC
−1

]
.

Тут L =
[
E, WE⊤

]
i R =

[
E⊤, WE

]
— матрицi повного

рангу n за рядками. Тут враховано, що E⊤
l SEl > 0, E⊤

r TEr > 0 i
дiагональнi вирази E⊤SEE⊤ i ETE⊤E мають ранг ρ.

Далi, застосуємо таке перетворення матрицi ∆ = γ2In −XY :

L⊤∆L =

[
Er 0
0 In−ρ

] [
DE⊤

l El 0
−W⊤

E⊤XY El 0

] [
E⊤
r 0
0 In−ρ

]
,

де D = γ2Iρ − E⊤
l SElE

⊤
r TEr. Iз (5.114) випливає, що detD ̸= 0

i rank∆ = ρ. Отже, виконуються ранговi обмеження (5.104), де
rankΓ = 2ρ, δ = ρ, i наслiдок 5.6 випливає iз теореми 5.8. 2

Якщо в наслiдку 5.5 замiсть (5.94) використати нерiвнiсть

E⊤
r (T −Θ)Er > (E⊤

l HEl)
−1, (5.115)

де Θ = Θ⊤ ≥ 0 — додаткова шукана матриця, то отримаємо умови
iснування динамiчного регулятора порядку r = rankΘ за станом
за якого замкнена система допустима i J < γ. Нерiвнiсть (5.115)
при r = 0 збiгається з (5.94). Тому цi умови гарантують також
iснування статичного регулятора за станом з аналогiчними вла-
стивостями.

Наведемо аналог теореми 5.7 з використанням параметризацiї
(5.90).

Теорема 5.9 Нехай виконуються умови (5.76) та iснують
матрицi S = S⊤, G i Θ = Θ⊤ ≥ 0, що задовольняють систе-
му спiввiдношень (5.65), (5.89), (5.90) i

E⊤
l ΘEl < E⊤

l SEl < γ2E⊤
l HEl. (5.116)

Тодi iснує динамiчний регулятор (5.27) порядку r = rankΘ, за
якого замкнена система (5.79) є допустимою i має критерiй
якостi J < γ.

Зазначимо, що теорема 5.9 у випадку Θ = 0 дає умови iснуван-
ня статичного регулятора за виходом (5.17), за якого замкнена
система (5.64) є допустимою i виконується оцiнка J < γ.
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Приклад 5.2 Розглянемо лiнеаризовану модель гiдравлiчної
системи з трьома послiдовно сполученими резервуарами (рис.
5.4), яка описується у виглядi (5.60) з такими матрицями [98]:

E =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

, A =

−k1 0 0
k1 −k2 0
1 1 1

, B1 =

 1 0
0 0
0 0

, B2 =

 1
0
0

,
C1 =

[
0 0 1

]
, D11 = 01×2, D12 = 1,

C2 =

[
1 0 0
0 1 0

]
, D21 =

[
0 0
0 1

]
, D22 = 02×1.

Компоненти вектора стану x =
[
x1, x2, x3

]⊤ визначають рiв-
нi рiдини у вiдповiдних резервуарах, компонентами вектора
w =

[
w1, w2

]⊤ є збурення w1 й похибка w2 у вимiрюваннях
y =

[
x1, x2 + w2

]⊤, керованим виходом є z = x3 + u, а роль ке-
рування u, що регулює рiвнi рiдини у перших двох резервуарах,
вiдiграє потiк рiдини в насосi iз третього резервуара в перший.

Рис. 5.4. Гiдравлiчна система Рис. 5.5. Поведiнка замкненої
системи (5.119)

У цьому прикладi n = 3, m = 1, k = 1, s = 2, l = 2, пара мат-
риць (E,A) допустима, система iмпульсно керована та iмпульсно
спостережувана i за вiдсутностi керування має критерiй якостi
J = 7, 66027.
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Рис. 5.6. Найгiрше збурення щодо критерiю якостi J

Виберемо ваговi матрицi критерiю якостi (5.39) P = diag{2, 1},
Q = 1, X0 = diag{1, 1, 0}, H = I3 i допустимi значення параметрiв

k1 = 0, 01 ≤ k1 ≤ 0, 1 = k1, k2 = 0, 1 ≤ k2 ≤ 1, 2 = k2. (5.117)

Поклавши γ = 2, 2 i застосувавши комп’ютерну систему Mathcad
Prime, знаходимо матрицi

S =

 2, 75851 1, 86824 0.02321
1, 86824 3, 15258 0, 19783
0.02321 0, 19783 0, 23992

 , G =

 0, 80714
0, 64032
−0, 85066

⊤

,

що задовольняють спiввiдношення (5.116) при Θ = 0 i систему
восьми матричних нерiвностей, сформовану згiдно з (5.65) i (5.89)
за таких значень пари (k1, k2): (k1, k2), (k1, k2), (k1, k2), (k1, k2).
Визначимо матрицю статичного регулятора (5.17):

K =
[
−1, 12507 −0, 76271

]
як розв’язок системи ЛМН (5.69) за вказаних значень пари (k1, k2)
i матрицi X = SE +WE⊤G. При цьому замкнена система (5.64)
допустима i її критерiй якостi J = 1, 67775 < γ для всiх значень
параметрiв (5.117) (див. теорему 5.9 у випадку Θ = 0 i лему 1.21).

Далi для замкненої системи при k1 = 0, 1 i k2 = 1, 2 будуємо
найгiршi вектор збурення

w = K∗x, K∗ =

[
0, 41169 0, 17803 0
−0, 40743 −0, 08191 −0, 34139

]
, (5.118)
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i початковий вектор x0 =
[
0, 53574 0, 26573 −0, 80148

]⊤ щодо
критерiю якостi J (див. зауваження 5.8). На рис. 5.5 вiдображено
поведiнку розв’язку замкненої системи з найгiршим збуренням:

E ẋ = A0 x, A0 = A+B2KC2 +B1K∗, x(0) = x0, (5.119)

а на рис. 5.6 — функцiю (5.118) цього збурення. Система (5.119)
допустима i має скiнчений спектр Σ =

{
− 0, 98151 ± 0, 17470 i

}
.

Її розв’язок побудовано у виглядi x(t) = T x̃(t), де T — матриця
повного рангу, для якої виконуються спiввiдношення A0T = ETΛ,
rankT = rank (ET ) = rankE, ˙̃x = Λx̃, σ(Λ) = Σ i x0 = T x̃0.

На пiдставi теореми 5.9 побудовано також динамiчний регуля-
тор (5.27) першого порядку з матрицями

K =
[
−0, 95250 −1, 09756

]
, U = −0, 31040,

V =
[
−0, 73469 −1.28101

]
, Z = −0, 72267,

за якого замкнена система (5.79) допустима i виконується оцiн-
ка J < γ = 2, 2 для всiх значень параметрiв (5.117). Зо-
крема, при k1 = 0, 1 i k2 = 1, 2 ця система має скiнченний
спектр Σ =

{
− 0, 37981;−1, 29769 ± 0, 32064 i

}
i критерiй якостi

J = 1, 75205.

5.4 Проблема синтезу узагальнених H∞-регуляторiв
для нелiнiйних систем

Визначимо локальнi характеристики J та J0 вигляду (5.4) для
класу нелiнiйних систем:

ẋ = a(x) +B(x)w, z = c(x) +D(x)w, x(0) = x0, (5.120)

де x ∈ Rn, w ∈ Rm i z ∈ Rl — вектори стану, входу та виходу
системи, а a(x) i c(x) (B(x) i D(x)) — векторнi (матричнi) функцiї,
що є неперервними в деякiй вiдкритiй i опуклiй областi S0. Нехай
a(0) = 0, c(0) = 0 i система (5.120) внутрiшньо стiйка, тобто її
нульовий стан x ≡ 0 ∈ S0 асимптотично стiйкий при w ≡ 0.

Якщо для будь-якого τ > 0 виконується нерiвнiсть

v(x(τ))− v(x0) ≤
∫ τ

0

(
γ2w⊤Pw − z⊤Qz

)
dt, (5.121)
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де v(x) — додатно визначена функцiя, v(0) = 0 i

v(x) ≤ γ2x⊤X0 x, x ∈ S0. (5.122)

то ∥z∥2Q ≤ γ2
(
∥w∥2P + x⊤0 X0 x0

)
, тобто J ≤ γ. У випадку фiксова-

ного вектора x0 = 0 iз (5.121) випливає J0 ≤ γ.
Якщо функцiя v(x) диференцiйована, то нерiвнiсть (5.121) є

наслiдком спiввiдношень

v̇(x) + z⊤Qz − γ2w⊤Pw =
[
1, w⊤ ]

Ψ(x)

[
1
w

]
, (5.123)

Ψ(x) =

[
ψ11(x) ψ12(x)
ψ21(x) ψ22(x)

]
< 0, x ∈ S0, (5.124)

де v̇(x) — похiдна функцiї v(x) в силу системи (5.120),

ψ11(x) =
∂v(x)

∂x
a(x) + c⊤(x)Qc(x), ψ22(x) = D⊤(x)QD(x)− γ2P,

ψ12(x) = ψ⊤
21(x) =

1

2

∂v(x)

∂x
B(x) + c⊤(x)QD(x).

Розглядаючи клас псевдолiнiйних систем

ẋ = A(x)x+B(x)w, z = C(x)x+D(x)w, x(0) = x0, (5.125)

припускатимемо, що функцiя v(x) задовольняє умову

∂v(x)

∂x
= 2x⊤X(x), x ∈ S0, (5.126)

де X(x) — симетрична матриця, неперервно залежна вiд x. При
цьому замiсть (5.123) i (5.124) використовуємо спiввiдношення

v̇(x) + z⊤Qz − γ2w⊤Pw =
[
x⊤, w⊤]Φ(x) [ x

w

]
, (5.127)

Φ(x) =

[
Φ11(x) Φ12(x)
Φ21(x) Φ22(x)

]
< 0, x ∈ S0. (5.128)

Тут

Φ11(x) = A⊤(x)X(x) +X(x)A(x) + C⊤(x)QC(x), Φ21(x) = Φ⊤
12(x),
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Φ12(x) = X(x)B(x) + C⊤(x)QD(x), Φ22(x) = D⊤(x)QD(x)− γ2P.

Якщо виконується нерiвнiсть (5.128), то матриця A(0) гурвiцева i
система (5.125) внутрiшньо стiйка.

Вiдомо [128], що для заданої диференцiйованої векторної функ-
цiї h(x) : S0 → Rn iснує скалярна функцiя v(x) така, що
∂v(x)

∂x
= 2h⊤(x), тодi i лише тодi, коли

∂hi(x)

∂xj
=
∂hj(x)

∂xi
, x ∈ S0, i, j = 1, n. (5.129)

При цьому функцiю v(x) можна визначити як

v(x) = 2x⊤
∫ 1

0
h(tx)dt, v(0) = 0. (5.130)

Якщо, крiм того, h(x) = X(x)x, де X(x) = ∥xij(x)∥n1 > 0, то
функцiя (5.130) додатно визначена, а умови (5.129) еквiвалентнi
системi спiввiдношень

∂xip(x)

∂xj
=
∂xjp(x)

∂xi
, x ∈ Sp, i, j, p = 1, n, (5.131)

де Sp = {x ∈ S0 : xp ̸= 0}. У цьому випадку умова (5.122) є
наслiдком матричних нерiвностей

0 < X(x) ≤ γ2X0, x ∈ S0. (5.132)

Лема 5.10 Якщо iснує додатно визначена матрична функцiя
X(x), що задовольняє спiввiдношення (5.128), (5.131) i (5.132), то
система (5.125) внутрiшньо стiйка i має критерiй якостi J ≤ γ.

Розглянемо нелiнiйну систему керування:

ẋ = A(x)x+B1(x)w +B2(x)u, x(0) = x0,
z = C1(x)x+D11(x)w +D12(x)u,
y = C2(x)x+D21(x)w.

(5.133)

Нехай усi матричнi коефiцiєнти неперервнi, а матрицi

R(x) =
[
C2(x), D21(x)

]
, L(x) =

[
B⊤

2 (x), D
⊤
12(x)

]
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мають сталий ранг при x ∈ S0. Сформулюємо умови iснування
регулятора

u = K y, K = K(x), x ∈ S0, (5.134)

що забезпечує внутрiшню стiйкiсть замкненої системи

ẋ = A∗(x)x+B∗(x)w, z = C∗(x)x+D∗(x)w, (5.135)

та оцiнку її критерiю якостi J ≤ γ, де

A∗(x) = A(x) +B2(x)KC2(x), B∗(x) = B1(x) +B2(x)KD21(x),

C∗(x) = C1(x) +D12(x)KC2(x), D∗(x) = D11(x) +D12(x)KD21(x).

Повторюючи доведення теореми 5.1 та застосовуючи лему 5.10,
отримаємо спiввiдношення

W⊤
R(x)Φ(x)WR(x) < 0, W⊤

L(x)Ψ(x)WL(x) < 0, x ∈ S0, (5.136)

W (x) =

[
X(x) γIn
γIn Y (x)

]
≥ 0, rankW (x) = n, (5.137)

де

Φ(x) =

[
Φ11(x) Φ12(x)
Φ21(x) Φ22(x)

]
, Ψ(x) =

[
Ψ11(x) Ψ12(x)
Ψ21(x) Ψ22(x)

]
,

Φ11(x) = A⊤(x)X(x) +X(x)A(x) + C⊤
1 (x)QC1(x),

Φ12(x) = Φ⊤
21(x) = X(x)B1(x) + C⊤

1 (x)QD11(x),

Φ22(x) = D⊤
11(x)QD11(x)− γ2P,

Ψ11(x) = A(x)Y (x) + Y (x)A⊤(x) +B1(x)P
−1B⊤

1 (x),

Ψ12(x) = Ψ⊤
21(x) = Y (x)C⊤

1 (x) +B1(x)P
−1D⊤

11(x),

Ψ22(x) = D11(x)P
−1D⊤

11(x)− γ2Q−1, X(x)Y (x) = γ2In.

Отже, якщо iснують додатно визначенi матричнi функцiї X(x)
i Y (x), що задовольняють спiввiдношення (5.131), (5.132), (5.136)
i (5.137), то для системи (5.120) iснує статичний регулятор (5.134),
що забезпечує внутрiшню стiйкiсть замкненої системи (5.135) та
оцiнку її критерiю якостi J ≤ γ.
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Розглянемо систему (5.133) з динамiчним регулятором (5.27),
де Z, V , U i K — невiдомi матрицi, якi можуть неперервно зале-
жати вiд ξ ∈ R0 ⊆ Rr (0 ∈ R0). Замкнена система має вигляд

˙̂x = Â∗(x̂) x̂+ B̂∗(x̂)w, z = Ĉ∗(x̂) x̂+ D̂∗(x̂)w. (5.138)

Структуру матриць Â∗, B̂∗, Ĉ∗ i D̂∗, залежних вiд x̂ = [x⊤, ξ⊤]⊤,
наведено в (5.28), де K̂0 = K̂.

Використовуючи лему 5.10 для системи (5.138), в загальному
випадку необхiдно визначити блоковi матрицi X̂ = X̂(x̂) i K̂ у
спiввiдношеннях (5.30), (5.31) i

0 < X̂ ≤ γ2X̂0, ∂v̂(x̂)/∂x̂ = 2x̂⊤X̂(x̂),

де v̂(x̂) — деяка додатно визначена функцiя. При цьому матри-
цi шуканого регулятора (5.27) визначає розв’язок K̂ матричної
нерiвностi типу (5.32) з нелiнiйними коефiцiєнтами:

L̂⊤(x̂)K̂R̂(x)+R̂⊤(x)K̂⊤L̂(x̂)+Ω̂(x̂) < 0, K̂ =

[
K U
V Z

]
, (5.139)

де x̂ ∈ S0 × R0. Якщо шукати матрицю X̂ незалежною вiд ξ, то
критерiй сумiсностi нерiвностi (5.139) має вигляд (5.136). При цьо-
му для будь-якого x ∈ S0 повиннi виконуватись спiввiдношення
(5.131), (5.132) i

W (x) =

[
X(x) γIn
γIn Y (x)

]
≥ 0, rankW (x) ≤ n+ r. (5.140)

Якщо r = n i виконуються всi строгi матричнi нерiвно-
стi в (5.132), (5.136) i (5.140) при x = 0, то з огляду на
неперервнiсть використовуваних матричних функцiй iснує таке
ε > 0, що цi нерiвностi справджуються також у певному околi
Sε0 = {x ∈ S0 : ∥x∥ < ε}. У цьому випадку за теоремою 5.2 ста-
ла матриця K̂, що задовольняє ЛМН (5.139) при x̂ = 0, визначає
лiнiйний динамiчний регулятор (5.27) повного порядку, за якого
замкнена система (5.138) внутрiшньо стiйка i виконується оцiнка
її локальної характеристики J ≤ γ (див. також задачу локального
H∞-керування в [128]).



Роздiл 6

Дискретнi системи керування

У цьому роздiлi розглядаються лiнiйнi та нелiнiйнi системи керу-
вання з дискретним часом, якi внаслiдок застосування зворотного
зв’язку подаються у векторно-матричнiй формi:

xt+1 =M(xt, t)xt, t ∈ T = {0, 1, 2, . . . }, (6.1)

де M — матриця розмiру n× n, неперервно залежна вiд xt ∈ Rn i
t. Припускаємо, що стан рiвноваги xt ≡ 0 таких систем є iзольова-
ним. Вивчаючи стiйкiсть цього стану, використовуємо квадратич-
нi функцiї Ляпунова v(x, t) = x⊤Xtx з додатно визначеними мат-
рицями Xt та їхнi першi рiзницi ∆v(xt, t) = v(xt+1, t+ 1)− v(xt, t)
в силу системи (6.1).

6.1 Побудова стабiлiзовних регуляторiв

Розглянемо нелiнiйну систему керування:

xt+1 = A(xt)xt +B(xt)ut, yt = C(xt)xt +D(xt)ut, (6.2)

де xt ∈ Rn, ut ∈ Rm i yt ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, ке-
рування i спостережуваного виходу об’єкта, A(xt), B(xt), C(xt) i
D(xt)− матричнi функцiї, неперервно залежнi вiд xt у деякому
околi S0 = {x : ∥x∥ ≤ h} точки x = 0, t ∈ T = {0, 1, . . . }. Поряд з
(6.2) розглядатимемо лiнiйну систему:

xt+1 = Axt +B ut, yt = C xt +Dut, (6.3)

де A = A(0), B = B(0), C = C(0) i D = D(0). Припускатимемо,
що rankB = m i rankC = l.

Головними задачами для системи керування (6.2) є побудова
статичних та динамiчних регуляторiв, якi забезпечують асимп-
тотичну стiйкiсть нульового стану замкненої системи. Якщо такi
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регулятори iснують, то цю систему керування називають стабiлi-
зовною.

Сформулюємо умови стабiлiзовностi нульового стану систем
(6.2) i (6.3) за допомогою статичного регулятора за виходом

ut = Kyt, t ∈ T . (6.4)

За умови K ∈ KD замкнена лiнiйна система має вигляд

xt+1 =Mxt, M = A+BD(K)C, (6.5)

де D(K) = (Im −KD)−1K i KD =
{
K : det(Im −KD) ̸= 0

}
.

Лiнiйну систему (6.5) називатимемо ρ-стiйкою, якщо її спектр
σ(M) розмiщений всерединi круга {λ : |λ| < ρ}, де 0 < ρ ≤ 1.
Спектральний запас стiйкостi ρ-стiйкої системи α ≥ 1− ρ.

Згiдно з властивiстю (3.43) оператора D(K) для досягнення
бажаних властивостей i, зокрема, стiйкостi системи (6.5) достат-
ньо забезпечити цi властивостi при D = 0. Як наслiдок, матрицю
зворотного зв’язку можна визначити як

K = −D(−K0) ∈ KD. (6.6)

Теорема 6.1 Нехай rankB = m < n i rankC = l < n. Тодi
наступнi твердження є еквiвалентними:

1) iснує статичний регулятор за виходом (6.4), що забезпечує
ρ-стiйкiсть системи (6.5);

2) iснує матриця X = X⊤ > 0, що задовольняє спiввiдношення

B⊥⊤(AXA⊤ − ρ2X)B⊥ < 0, (6.7)

i(H) =
{
l,m, 0

}
, H =

[
H0 H⊤

1

H1 H2

]
, (6.8)

де H0 = B+(L − LRL)B+⊤, H1 = CXA⊤(In − RL)B+⊤,
H2 = C(X −XA⊤RAX)C⊤, L = AXA⊤ − ρ2X, R = B⊥S−1B⊥⊤,
S = B⊥⊤LB⊥;

3) iснує матриця X = X⊤ > 0, що задовольняє систему мат-
ричних нерiвностей (6.7) i

AXA⊤ − ρ2X < AXC⊤(CXC⊤)−1CXA⊤. (6.9)
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4) iснують матрицi X = X⊤ > 0 i Y = Y ⊤ > 0, що задоволь-
няють рiвнiсть XY = In та систему ЛМН (6.7) i

C⊥(A⊤Y A− ρ2Y )C⊥⊤ < 0; (6.10)

5) iснує матриця Y = Y ⊤ > 0, що задовольняє систему мат-
ричних нерiвностей (6.10) i

A⊤Y A− ρ2Y < A⊤Y B(B⊤Y B)−1B⊤Y A. (6.11)

Доведення. 1 ⇒ 2. Якщо ρ(M) < 1 для деякої матрицi K, то
матрична нерiвнiсть Ляпунова:

(A+BK0C)X(A+BK0C)
⊤ < ρ2X, (6.12)

де K0 = D(K), має розв’язок X = X⊤ > 0. Ця нерiвнiсть еквiва-
лентна спiввiдношенням (6.7) i

H0 +K0H1 +H⊤
1 K

⊤
0 +K0H2K

⊤
0 < 0. (6.13)

При цьому кiлькостi додатних i вiд’ємних власних чисел блокової
матрицi H, визначеної в (6.8), збiгаються вiдповiдно з l i m (див.
доведення леми 3.1).

2 ⇒ 1. Якщо для деякої матрицi X = X⊤ > 0 виконують-
ся спiввiдношення (6.7) i (6.8), то матричнi нерiвностi (6.12) i
(6.13) еквiвалентнi та сумiснi щодо K0. Цей факт встановлюється
так само, як i в доведеннi аналогiчного твердження для матрич-
них нерiвностей (3.25) i (3.26). Виберемо розв’язок K0 матричної
нерiвностi (6.12) так, щоб det(Im+K0D) ̸= 0. Тодi регулятор (6.4) з
матрицею зворотного зв’язку (6.6) забезпечує ρ-стiйкiсть замкне-
ної системи (6.5).

2 ⇔ 3. Блокову матрицю (6.8) за умови (6.7) можна подати у
виглядi H = Ĥ0 − Ĥ⊤

1 Ĥ
−1
2 Ĥ1, де

Ĥ =

[
Ĥ0 Ĥ⊤

1

Ĥ1 Ĥ2

]
=

 B+LB+⊤ B+AXC⊤ B+LB⊥

CXA⊤B+⊤ CXC⊤ CXA⊤B⊥

B⊥⊤LB+⊤ B⊥⊤AXC⊤ S

 .
Крiм того Ĥ =W∆W⊤, де

∆ =

[
AXA⊤ − ρ2X AXC⊤

CXA⊤ CXC⊤

]
, W⊤ =

[
B+⊤ 0 B⊥

0 Il 0

]
.
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Застосовуючи формулу (8.6) для обчислення iндексiв iнерцiї
блокової матрицi Ĥ i враховуючи, що W ∈ Rn+l×n+l — квадратна
невироджена матриця, маємо

i+(Ĥ) = i+(H) = i+(∆), i−(Ĥ) = i−(H) + n−m = i−(∆).

Отже, рiвнiсть (6.8) набуває вигляду i(∆) = {l, n, 0} i вона еквi-
валентна матричнiй нерiвностi (6.9).

3 ⇔ 4. Застосовуючи формули (8.5) i (8.6) до блокової матрицi

Ω =

 −ρ2X 0 A
0 0 C
A⊤ C⊤ −X−1

 ,
отримуємо рiвностi i(∆) = i(∆1) = i(∆2), де

∆1 =

[
0 C
C⊤ ρ−2A⊤Y A− Y

]
, Y = X−1,

∆2 = ρ2V∆1V
⊤ =

[
E 0
0 C⊥ZC⊥⊤

]
, Z = A⊤Y A− ρ2Y,

E =

[
C+⊤ZC+ ρ2Il
ρ2Il 0

]
, i(E) = {l, l, 0},

V ⊤ =

[
0 Il −ρ−2C+⊤ZC⊥⊤

C+ 0 C⊥⊤

]
, detV ̸= 0.

Оскiльки V — квадратна невироджена матриця, то
i±(∆2) = i±(C

⊥ZC⊥⊤)+ l. Враховуючи еквiвалентнiсть спiввiдно-
шень i(∆) = {l, n, 0} i (6.9), приходимо до висновку, що за умови
(6.7) матричнi нерiвностi (6.9) i (6.10) еквiвалентнi.

4 ⇔ 5. Доведення еквiвалентностей 3 ⇔ 4 i 4 ⇔ 5 аналогiчнi.
2

Зауваження 6.1 Оскiльки в твердженнi 2 теореми 6.1 X > 0
i H2 > 0, то за лемою Шура матричнi нерiвностi (6.12) i (6.13)
еквiвалентнi вiдповiдним ЛМН:

P⊤
1 K0Q1 +Q⊤

1 K
⊤
0 P1 < F1, P⊤

2 K0Q2 +Q⊤
2 K

⊤
0 P2 < F2, (6.14)
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де P1 =
[
−B⊤, 0

]
, Q1 =

[
0, CX

]
, P2 =

[
Im, 0

]
, Q2 =

[
H1, Il

]
,

F1 =

[
ρ2X AX
XA⊤ X

]
, F2 =

[
−H0 0

0 H−1
2

]
.

Якщо виконується одне iз тверджень 2—4 цiєї теореми, то шукану
матрицю стабiлiзовного регулятора K можна визначити у виглядi
(6.6), де K0 — розв’язок однiєї iз еквiвалентних ЛМН (6.14) такий,
що −K0 ∈ KD.

Зауваження 6.2 За лемою 8.6 критерiєм сумiсностi щодо K0

першої матричної нерiвностi (6.14) є спiввiдношення

W⊤
P1
F1WP1 > 0, W⊤

Q1
F1WQ1 > 0, (6.15)

У цьому випадку можна покласти

WP1 =

[
B⊥ 0
0 In

]
, WQ1 =

[
In 0
0 Y C⊥⊤

]
, Y = X−1.

Тодi спiввiдношення (6.15) набувають вигляду (6.7) i (6.10), що
пiдтверджує еквiвалентнiсть тверджень 1 та 4 теореми 6.1.

Зауваження 6.3 Оскiльки для матричної нерiвностi (6.12)
справедлива теорема iнерцiї, можна стверджувати, що виконання
спiввiдношень (6.7) i (6.8) для деякої матрицi X = X⊤ з iнерцiєю
i(X) = {p, q, 0} гарантує iснування регулятора (6.4), для якого
рiвно p i q власних чисел замкненої системи (6.5) розташованi вiд-
повiдно всерединi круга |λ| ≤ ρ та поза ним (див. наслiдок 1.2).
При цьому матрицю регулятора можна визначити у виглядi (6.6),
розв’язуючи одну iз еквiвалентних ЛМН (6.14).

Якщо C = In, то нерiвнiсть (6.9) зводиться до умови
X = X⊤ > 0 i виконується таке твердження.

Наслiдок 6.1 Нехай rankB = m < n, C = In iD = 0. Тодi для
системи (6.3) iснує статичний регулятор за станом ut = Kxt, що
забезпечує ρ-стiйкiсть замкненої системи, тодi i лише тодi, коли
ЛМН (6.7) має розв’язок X = X⊤ > 0. При цьому стабiлiзовну
матрицю K можна знайти у виглядi (6.6), розв’язавши одну iз
еквiвалентних ЛМН (6.14).
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Теорема 6.2 Нехай виконується одне iз тверджень 2—4 тео-
реми 6.1 для лiнiйної системи (6.3). Тодi регулятор (6.4) з мат-
рицею (6.6), де K0 — розв’язок однiєї iз ЛМН (6.14), забезпечує
асимптотичну стiйкiсть нульового стану та функцiю Ляпуно-
ва v(x) = x⊤X−1x нелiнiйної системи (6.2).

Доведення. Для матрицi M замкненої лiнiйної системи вико-
нуються матричнi нерiвностi

MXM⊤ − ρ2X < 0, M⊤YM − Y < (ρ2 − 1)Y ≤ 0,

де Y = X−1 > 0. Замкнена нелiнiйна система має вигляд

xt+1 =M(xt)xt, t ∈ T . (6.16)

Тут M(x) = A(x)+B(x)
[
Im−KD(x)

]−1
KC(x) i M(0) =M . Через

неперервнiсть матричної функцiї M(x) для деякого h > 0 при
x ∈ S0 виконуються спiввiдношення

det [Im −KD(x)
]
̸= 0, M⊤(x)YM(x)− Y < (ρ2 − 1)Y ≤ 0,

Тодi для першої рiзницi функцiї v(x) в силу системи (6.16) при
xt ∈ S0 маємо

v(xt+1)− v(xt) = x⊤t
[
M⊤(xt)YM(xt)− Y

]
xt < (ρ2 − 1)v(xt) ≤ 0.

За теоремою Ляпунова для дискретних систем стан xt = 0 системи
(6.16) асимптотично стiйкий. 2

Запишемо матричну нерiвнiсть (6.9) у твердженнi 3 теореми
6.1 як ASA⊤ < ρ2X, де

S = X −XC⊤(CXC⊤)−1CX = G

[
0 0
0 Ψ(Z)

]
G⊤, X = GZG⊤,

G =
[
C+, C⊥⊤], Z =

[
Z1 Z⊤

2

Z2 Z3

]
, Ψ(Z) = Z3 − Z2Z

−1
1 Z⊤

2 .

На базi цих спiввiдношень наведемо iтерацiйний алгоритм обчис-
лення матрицi регулятора (6.4), що забезпечує ρ-стiйкiсть лiнiйної
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системи (6.3) та асимптотичну стiйкiсть нульового стану нелiнiй-
ної системи (6.2):

1) обчислення матриць B⊥, C⊥ i C+;
2) розв’язування системи ЛМН щодо Zk:

B⊥⊤(AGZkG⊤A⊤ − ρ2GZkG
⊤)B⊥ < 0, Zk =

[
Zk1 Z⊤

k2

Zk2 Zk3

]
,

ρ2GZkG
⊤ > AG

[
0 0
0 Ψ(Zk−1)

]
G⊤A⊤, 0 < Zk ≤ Zk−1, k = 1, N,

де Z0 — початкове наближення, N — кiлькiсть iтерацiй;
3) розв’язування однiєї iз ЛМН (6.14) щодо K0 за умов

X = GZNG
⊤ i −K0 ∈ KD;

4) обчислення матрицi регулятора K за формулою (6.6).
У цьому алгоритмi монотонна та обмежена послiдовнiсть мат-

риць Z0 ≥ Z1 ≥ · · · ≥ Zk ≥ · · · > 0 має границю. Якщо на деякому
кроцi k = N вiдповiдна матрицяX задовольняє умови (6.7) i (6.9),
то стабiлiзовний регулятор для систем (6.2) i (6.3) визначається
за допомогою спiввiдношень (6.4), (6.6) i (6.14).

Розглянемо системи (6.2) i (6.3) з динамiчним регулятором

ξt+1 = Z ξt + V yt, ut = U ξt +K yt, t ∈ T , (6.17)

де ξt ∈ Rr, а Z, V , U i K — невiдомi матрицi, r — порядок регуля-
тора. Спiввiдношення (6.2) i (6.17) можна подати у виглядi систе-
ми керування зi статичним регулятором у розширеному просторi
Rn+r. Зокрема, маємо лiнiйну систему керування

x̂t+1 = Â x̂t + B̂ ût, ŷt = Ĉ x̂t + D̂ ût, ût = K̂ ŷt, (6.18)

де

x̂t =

[
xt
ξt

]
, ŷt =

[
yt
ξt

]
, ût =

[
ut
ξt+1

]
, K̂ =

[
K U
V Z

]
,

Â =

[
A 0
0 0

]
, B̂ =

[
B 0
0 Ir

]
, Ĉ =

[
C 0
0 Ir

]
, D̂ =

[
D 0
0 0

]
.
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За умови K ∈ KD замкнена система (6.18) набуває вигляду

x̂t+1 = M̂ x̂t, M̂ = Â+ B̂D̂(K̂)Ĉ, (6.19)

де

D̂(K̂) =

[
D(K) (Im −KD)−1U

V (Il −DK)−1 Z + V D(Im −KD)−1U

]
.

Теорема 6.3 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) iснує динамiчний регулятор (6.17) порядку r, що забезпечує

ρ-стiйкiсть замкненої системи (6.19);
2) iснують матрицi X i X0, що задовольняють спiввiдношен-

ня (6.7) i
X ≥ X0 > 0, rank (X −X0) ≤ r, (6.20)

AX0A
⊤ − ρ2X0 < AX0C

⊤(CX0C
⊤)−1CX0A

⊤; (6.21)

3) iснують матрицi X = X⊤ > 0 i Y = Y ⊤ > 0, що задоволь-
няють спiввiдношення (6.7), ( 6.10) i

W =

[
X In
In Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (6.22)

Доведення. Використовуючи еквiвалентнi твердження 3 i 4
теореми 6.1 для системи (6.18) з урахуванням блокової структури
матричних коефiцiєнтiв та виразiв

B̂⊥ =

[
B⊥

0

]
, Ĉ⊥ =

[
C⊥, 0

]
, X̂ =

[
X X⊤

1

X1 X2

]
, Ŷ =

[
Y Y ⊤

1

Y1 Y2

]
,

а також формули Фробенiуса

(ĈX̂Ĉ⊤)−1=

[
S−1 −S−1CX⊤

1 X
−1
2

−X−1
2 X1C

⊤S−1 X−1
2 +X−1

2 X1C
⊤S−1CX⊤

1 X
−1
2

]
,

де S = CX0C
⊤, X0 = X −X⊤

1 X
−1
2 X1, отримуємо спiввiдношення

(6.7), (6.10) i (6.21). При цьому X̂ > 0, Ŷ = X̂−1 i виконуються
умови (6.20), якi можна подати в еквiвалентному виглядi (6.22)
при Y = X−1

0 . Крiм того, застосовуючи доведення еквiвалентно-
стi тверджень 3 i 4 теореми 6.1, можна показати, що матрицi X i
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X0 задовольняють спiввiдношення (6.7), (6.20) i (6.21) тодi i лише
тодi, коли матрицi X i Y = X−1

0 задовольняють спiввiдношення
(6.7), (6.10) i (6.22). Отже, твердження 2 i 3 є критерiями iснуван-
ня регулятора (6.17), що забезпечує ρ-стiйкiсть замкненої системи
(6.19). 2

Зауваження 6.4 У разi виконання одного iз тверджень 2 або
3 теореми 6.3 шуканi матрицi стабiлiзовного регулятора (6.17)
можна визначити у виглядi (3.56), розв’язуючи щодо K̂0 ЛМН:

P̂⊤K̂0Q̂+ Q̂⊤K̂⊤
0 P̂ < F̂ , (6.23)

де

P̂ =
[
− B̂⊤, 0

]
, Q̂ =

[
0, ĈX̂

]
, F̂ =

[
ρ2X̂ ÂX̂

X̂Â⊤ X̂

]
,

X̂ =

[
X X⊤

1

X1 X2

]
> 0, K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
,

X −X0 = X⊤
1 X

−1
2 X1 ≥ 0, K ∈ KD, 0 < ρ ≤ 1.

Для обчислення матриць X1 i X2 можна використати, наприклад,
розклад невiд’ємно визначеної матрицiX−X0 = X⊤

1 X1, поклавши
X2 = Ir, або її спектральне зображення. У разi r ≥ n ранговi
обмеження в (6.20) i (6.22) виконуються автоматично.

Теорема 6.4 Нехай виконується одне iз тверджень 2 або
3 теореми 6.3 для лiнiйної системи (6.3). Тодi спiввiдношення
(3.56) i (6.23) визначають динамiчний регулятор (6.17), що за-
безпечує асимптотичну стiйкiсть нульового стану та квадра-
тичну функцiю Ляпунова v(x̂) = x̂⊤X̂−1x̂ замкненої нелiнiйної
системи (6.2), (6.17).

6.2 Робастна стабiлiзацiя нелiнiйних дискретних
систем керування

Розглянемо нелiнiйну неавтономну систему керування:

xt+1 = A(xt, t)xt+B(xt, t)ut, yt = C(xt, t)xt+D(xt, t)ut, (6.24)
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де xt ∈ Rn, ut ∈ Rm i yt ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керу-
вання та спостережуваного виходу об’єкта, A, B, C i D — матрицi
вiдповiдних розмiрiв, неперервно залежнi вiд xt i t, t ∈ T .

Нелiнiйний динамiчний зворотний зв’язок порядку r для си-
стеми (6.24) можна визначити як

ξt+1 = Z(ξt, t) ξt + V (ξt, t) yt, ut = U(ξt, t) ξt +K(ξt, t) yt, (6.25)

де ξt ∈ Rr, t ∈ T . Систему керування (6.24), (6.25) можна звести
до аналогiчної системи керування у просторi Rn+r з нелiнiйним
статичним зворотним зв’язком.

Рiвняння статичного регулятора визначаємо у виглядi

ut = K(xt, t) yt, t ∈ T . (6.26)

Тут K — невiдома матрична функцiя така, що

det[Im −K(x, t)D(x, t)] ̸= 0, (x, t) ∈ S0 × T , (6.27)

K(xt, t) = K∗(xt, t) + K̃(xt, t), K̃ ∈ K, (6.28)

K ⊆ Rm×l — елiпсоїдальна множина матриць вигляду (3.64), яку
визначають додатно визначенi матрицi P i Q вiдповiдних розмiрiв
m×m i l × l.

За умов (6.27) замкнену систему (6.24), (6.26) подають так:

xt+1 =M(xt, t)xt, M(xt, t) = A+BD(K)C, (6.29)

де D(K) = (Im−KD)−1K. Надалi цiкавою є поведiнка розв’язкiв
системи (6.29) в околi S0 нульового стану xt = 0 при t ∈ T . При
цьому припускатимемо, що при K(xt, t) = K∗(xt, t) нульовий стан
рiвноваги цiєї системи є iзольованим i асимптотично стiйким.

Згiдно з (6.24), (6.26), (6.28) i (3.64) повинна виконуватися
нерiвнiсть z⊤t Pzt ≤ y⊤t Qyt або

[x⊤t , u
⊤
t ]

[
C⊤QC − C⊤K⊤

∗ PK∗C C⊤QD + C⊤K⊤
∗ PG

D⊤QC +G⊤PK∗C D⊤QD −G⊤PG

][
xt
ut

]
≥0,

де zt = Gut −K∗Cxt i G = Im −K∗D, t ∈ T . Припустимо, що

∆(x, t) = D⊤QD −G⊤PG < 0, (x, t) ∈ S0 × T . (6.30)
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Тодi, якщо xt = 0, то ut = 0, причому xt ≡ 0 є спiльним ста-
ном рiвноваги замкненої системи для кожної матрицi регулятора
(6.28).

Лема 6.1 Нехай для деякої матрицi Xt = X⊤
t виконуються

спiввiдношення

ε1In ≤ Xt, M⊤(x, t)Xt+1M(x, t) ≤ Xt, (x, t) ∈ S0 × T , (6.31)

де ε1 > 0. Тодi стан xt ≡ 0 системи (6.29) стiйкий за Ляпуновим.
Якщо

ε1In ≤ Xt ≤ ε2In, t ∈ T , (6.32)

M⊤(0, t)Xt+1M(0, t) ≤ Xt − ε0In, t ∈ T , (6.33)

де 0 < ε1 ≤ ε2, ε0 > 0, то стан xt ≡ 0 системи (6.29) рiвномiрно
асимптотично стiйкий.

За умов (6.31) ((6.32) i (6.33)) квадратична форма
v(x) = x⊤Xtx є для системи (6.29) функцiєю Ляпунова пер-
шого (другого) роду.

Теорема 6.5 Нехай для деяких матриць Xt = X⊤
t i K∗(xt, t)

виконуються спiввiдношення (6.32) i

B⊤
∗ Xt+1B∗ +D⊤

∗ QD∗ < P, (6.34) M⊤
∗ Xt+1M∗ −Xt + ε0In M⊤

∗ Xt+1B∗ C⊤
∗

B⊤
∗ Xt+1M∗ B⊤

∗ Xt+1B∗ − P D⊤
∗

C∗ D∗ −Q−1

 ≤ 0,

(6.35)
де ε0 > 0, M∗ = A + BD(K∗)C, B∗ = B(Im − K∗D)−1,
C∗ = (Il − DK∗)

−1C, D∗ = D(Im − K∗D)−1, xt = 0, t ∈ T . Тодi
будь-яке керування (6.26), (6.28) забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть стану xt ≡ 0 системи (6.24) i спiльну квадратичну функ-
цiю Ляпунова v(x) = x⊤Xtx.

Доведення. За умови (6.30), що випливає з (6.32) i (6.34), мат-
риця G має бути невиродженою. Тому за будь-яких (x, t) ∈ S0×T
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визначено значення оператора D(K∗) = (Im − K∗D)−1K∗. Як-
що K̃ ∈ K, то визначено також значення операторiв D(K) i
D∗(K̃) = (Im−K̃D∗)

−1K̃, де K = K∗+K̃ (див. доведення теореми
3.6).

Побудуємо функцiю Ляпунова для замкненої системи (6.29) у
виглядi v(x, t) = x⊤Xtx. За лемою 6.1 умови (6.32) i (6.33) забез-
печують асимптотичну стiйкiсть стану xt ≡ 0 цiєї системи. Ви-
користовуючи властивiсть (3.42) оператора D, подамо матричну
нерiвнiсть (6.33) у виглядi F∗(K̃) ≤ 0, де

F∗(K̃)=W + U⊤D∗(K̃)V + V ⊤D⊤
∗ (K̃)U + V ⊤D⊤

∗ (K̃)RD∗(K̃)V,

W =M⊤
∗ Xt+1M∗ −Xt + ε0In, V = C∗, U = B⊤

∗ Xt+1M∗,

R = B⊤
∗ Xt+1B∗.

Застосовуючи лему 8.10 для оператора F∗(K̃), отримуємо умови
(6.34) i (6.35), за яких виконується матрична нерiвнiсть (6.33) для
будь-якої матрицi K̃ ∈ K. 2

Зазначимо, що в [11] на базi властивостi неущербностi S-
процедури отримано аналогiчне твердження зi сталою матрицею
X у разi P = Im i Q = µIl (µ — радiус стiйкостi матриць зво-
ротного зв’язку K для лiнiйних автономних систем). Матрицi P
i Q1 = Q−1 входять у спiввiдношення (6.35) лiнiйно, причому
(6.34) є наслiдком строгої нерiвностi (6.35). Тому цi матрицi мож-
на вважати невiдомими та визначати разом з X за допомогою
комп’ютерних засобiв. Це розширює можливостi методики квад-
ратичної стабiлiзацiї [11] як для лiнiйних, так i для нелiнiйних
дискретних систем.

Сформулюємо наслiдки теореми 6.5 за наявностi функцiональ-
них невизначеностей

A(0, t) ∈ Co
{
A1, . . . , Aα

}
, t ∈ T ,

B(0, t) ∈ Co
{
B1, . . . , Bβ

}
, t ∈ T ,

C(0, t) ∈ Co
{
C1, . . . , Cγ

}
, t ∈ T ,

(6.36)

де заданi набори сталих матриць Ai, Bj i Ck є вершинами деяких
полiтопiв у вiдповiдних просторах Rn×n, Rn×m i Rl×n.
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За лемою 1.23 для будь-якої матрицi K матрична нерiвнiсть
(6.33) випливає iз системи нерiвностей

M⊤
ijkXt+1Mijk −Xt + ε0In ≤ 0, i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ.

Тут Mijk = Ai + BjD(K)Cj , t ∈ T . Тому для виконання умов
(6.34) i (6.35) теореми 6.5 достатньо, щоб виконувалася система
нерiвностей M⊤

∗ijkXt+1M∗ijk −Xt + ε0In M⊤
∗ijkXt+1B∗j C⊤

∗k
B⊤

∗jXt+1M∗ijk B⊤
∗jXt+1B∗j − P D⊤

∗
C∗k D∗ −Q−1

 < 0,

(6.37)
де

M∗ijk = Ai +BjD(K∗)Cj , B∗j = Bj(Im −K∗D)−1,

C∗k = (Il −DK∗)
−1Ck, i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, xt = 0.

Наслiдок 6.2 Нехай для деяких матриць Xt = X⊤
t i K∗(xt, t)

виконується система матричних нерiвностей (6.32) i (6.37). То-
дi будь-яке керування (6.26), (6.28) забезпечує асимптотичну
стiйкiсть стану xt ≡ 0 сiм’ї систем (6.24), (6.36) i спiльну квад-
ратичну функцiю Ляпунова v(x) = x⊤Xtx.

Наведемо наслiдок теореми 6.5 за умов (6.36) i

K∗ ≡ 0, D(0, t) ∈ Co
{
D1, . . . , Dδ

}
, t ∈ T . (6.38)

Наслiдок 6.3 Нехай сумiсною є система матричних нерiв-
ностей iз сталими матрицями A⊤

i XAi −X A⊤
i XBj C⊤

k

B⊤
j XAi B⊤

j XBj − P D⊤
s

Ck Ds −Q−1

 < 0, X > 0, (6.39)

де i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ. Тодi будь-яке керування
(6.26), (6.28) при K∗ ≡ 0 забезпечує асимптотичну стiйкiсть
стану xt ≡ 0 сiм’ї систем (6.24), (6.36), (6.38) i спiльну квадра-
тичну функцiю Ляпунова v(x) = x⊤Xx.
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6.3 Оцiнка квадратичного критерiю якостi за умов
невизначеностi

Розглянемо систему керування (6.24) з квадратичним функцiона-
лом якостi

Ju(x0) =
∞∑
0

φt, φt =
[
x⊤t u

⊤
t

]
Φt

[
xt
ut

]
, Φt =

[
S N
N⊤ R

]
, (6.40)

де x0 ∈ S0 —вектор початкового стану, а блоки симетричної мат-
рицi Φ для деякого η > 0 задовольняють умови

S ≥ NR−1N⊤ + η In, R > 0, t ∈ T . (6.41)

Потрiбно описати множину керувань (6.26), (6.28), що забезпечу-
ють асимптотичну стiйкiсть нульового стану замкненої системи
та бажану оцiнку функцiонала

Ju(x0) ≤ ω. (6.42)

Цю задачу, як i ранiше, розв’язуємо за допомогою квадратич-
ної функцiї Ляпунова v(x, t) = x⊤Xtx з матрицею Xt = X⊤

t , яка
задовольняє умови (6.32). За умов (6.28) i (6.30) визначено зна-
чення операторiв D(K), D(K∗) i D∗(K̃) = (Im − K̃D∗)

−1K̃, де
D∗ = D(Im − K∗D)−1 (див. доведення теореми 3.6). При цьо-
му замкнена система подається у виглядi (6.29), а перша рiзниця
функцiї v в силу системи та вираз φt у (6.40) мають вигляд

v(xt+1, t+ 1)− v(xt, t) = x⊤t
[
M⊤Xt+1M −Xt

]
xt, φt = x⊤t L

⊤ΦLxt,

де L⊤(xt, t) =
[
In, C

⊤D⊤(K)
]
, K = K∗+K̃. Вимагаємо, щоб разом

з (6.30) i (6.32) виконувалися нерiвностi

v(xt+1, t+ 1)− v(xt, t) ≤ −φt ≤ −η ∥xt∥2, (xt, t) ∈ S0 × T , (6.43)

де S0 — окiл точки x = 0, що мiстить x0. Для цього достатньо,
щоб виконувались спiввiдношення (6.41) i

M⊤
0 Xt+1M0 −Xt + L⊤

0 ΦL0 + ε0In ≤ 0, t ∈ T , (6.44)
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де M0 =M(0, t), L0 = L(0, t), ε0 > 0.
За умов (6.32) i (6.43) стан xt ≡ 0 замкненої системи (6.29)

асимптотично стiйкий i виконується оцiнка функцiонала

Ju(x0) ≤
∞∑
i=0

[v(xt, t)− v(xt+1, t+ 1)] = x⊤0 X0x0 = ω. (6.45)

Матриця M0 у (6.44) мiстить вираз оператора
D0(K) = (Im − KD0)

−1K, де D0 = D(0, t). Використовую-
чи властивiсть (3.42) цього оператора, запишемо матричну
нерiвнiсть (6.44) у виглядi F∗(K̃) ≤ 0, де

F∗(K̃)=W + U⊤D∗(K̃)V + V ⊤D⊤
∗ (K̃)U + V ⊤D⊤

∗ (K̃)R̂D∗(K̃)V,

W = M⊤
∗ Xt+1M∗ − Xt + Φ∗ + ε0In, M∗ = A + BD(K∗)C,

U = B⊤
∗ Xt+1M∗ + N⊤

∗ + R∗K∗C, V = C∗ = (Il − DK∗)
−1C,

R̂ = R∗ + B⊤
∗ Xt+1B∗, Φ∗ = L⊤

∗ ΦL∗, L⊤
∗ =

[
In, C

⊤D⊤(K∗)
]
,

B∗ = BG−1, D∗ = DG−1, N∗ = NG−1, R∗ = G−1⊤RG−1,
G = Im −K∗D.

Застосовуючи лему 8.10 для оператора F∗(K̃), отримуємо та-
кий результат.

Теорема 6.6 Нехай для деяких матриць Xt = X⊤
t i K∗(xt, t)

виконуються спiввiдношення (6.32) i

B⊤Xt+1B +D⊤QD +R < G⊤PG, (6.46)

 WX +Φ∗ + ε0In U⊤
X +N∗ + C⊤K⊤

∗ R∗ C⊤
∗

UX +N⊤
∗ +R∗K∗C RX +R∗ − P D⊤

∗
C∗ D∗ −Q−1

 ≤ 0,

(6.47)
де ε0 > 0, WX = M⊤

∗ Xt+1M∗ − Xt, UX = B⊤
∗ Xt+1M∗,

RX = B⊤
∗ Xt+1B∗, xt = 0, t ∈ T . Тодi будь-яке керування (6.26),

(6.28) забезпечує асимптотичну стiйкiсть стану xt ≡ 0 систе-
ми (6.24), спiльну функцiю Ляпунова v(x, t) = x⊤Xtx та оцiнку
функцiонала якостi Ju(x0) ≤ v(x0, 0) = x⊤0 X0x0.
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Твердження теореми 6.6 виконується для сiм’ї систем (6.24),
(6.36), якщо замiсть (6.47) використати систему матричних нерiв-
ностей Wijk +Φk + ε0In U⊤

ijk +N∗ + C⊤
k K

⊤
∗ R∗ C⊤

∗k
Uijk +N⊤

∗ +R∗K∗Ck Rj +R∗ − P D⊤
∗

C∗k D∗ −Q−1

 < 0,

(6.48)
де Wijk = M⊤

ijkXt+1Mijk − Xt, Mijk = Ai + BjD(K∗)Ck,
Uijk = B⊤

∗jXt+1Mijk, Rj = B⊤
∗jXt+1B∗j , B∗j = Bj(Im − K∗D)−1,

Φk = L⊤
k ΦLk, L

⊤
k =

[
In, C

⊤
k D

⊤(K∗)
]
, C∗k = (Il − DK∗)

−1Ck,
i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, ε0 > 0, xt = 0, t ∈ T .

Наслiдок 6.4 Нехай для деяких матриць Xt = X⊤
t i

K∗(xt, t) виконуються спiввiдношення (6.32) i (6.48). Тодi будь-
яке керування (6.26), (6.28) забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть стану xt ≡ 0 сiм’ї систем (6.24), (6.36), спiльну функ-
цiю Ляпунова v(x, t) = x⊤Xtx та оцiнку функцiонала якостi
Ju(x0) ≤ v(x0, 0) = x⊤0 X0x0.

Наведемо наслiдок теореми 6.6 для сiм’ї систем (6.24), (6.36),
(6.38) з використанням системи матричних нерiвностей зi сталими
матрицями A⊤

i XAi −X + S A⊤
i XBj +N C⊤

k

B⊤
j XAi +N⊤ R+B⊤

j XBj − P D⊤
s

Ck Ds −Q−1

 < 0, (6.49)

де i = 1, α, j = 1, β, k = 1, γ, s = 1, δ.

Наслiдок 6.5 Нехай для деякої матрицi X = X⊤ > 0 вико-
нується система ЛМН (6.49) зi сталими матрицями. Тодi будь-
яке керування (6.26), (6.28) при K∗ ≡ 0 забезпечує асимптотичну
стiйкiсть стану xt ≡ 0 сiм’ї систем (6.24), (6.36), (6.38), спiльну
квадратичну функцiю Ляпунова v(x) = x⊤Xx та оцiнку функцiо-
нала якостi Ju(x0) ≤ v(x0) = x⊤0 Xx0.
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6.4 Узагальнене H∞-керування для дискретних
систем

Задачу синтезу узагальненого H∞-керування за виходом та ме-
тоди її розв’язування, що викладено у розд. 5 для неперервних
систем, аналогiчно формулюють для систем керування з дискрет-
ним часом.

Розглянемо лiнiйну систему:

xt+1 = Axt +Bwt, zt = Cxt +Dwt, t ∈ T , (6.50)

де xt ∈ Rn, wt ∈ Rm i zt ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, входу
та виходу системи. Як wt може бути вектор керування або вектор
обмежених зовнiшнiх збурень.

Введемо критерiй якостi системи вигляду

J = sup
0<∥w∥2P+x⊤0 X0x0<∞

φ(w, x0), (6.51)

де

φ(w, x0) =
∥z∥Q√

∥w∥2P + x⊤0 X0x0

,

∥z∥2Q =
∞∑
t=0

z⊤t Qzt, ∥w∥2P =
∞∑
t=0

w⊤
t Pwt,

Q = Q⊤ > 0, P = P⊤ > 0 i X0 = X⊤
0 > 0 — деякi ваговi матри-

цi. При цьому припускаємо, що послiдовнiсть вхiдних сигналiв wt
обмежена за узагальненою l2-нормою ∥w∥P , а початковий вектор
x0 невiдомий. Вираз (6.51) за фiксованого початкового вектора
x0 = 0 позначимо як J0, при цьому J0 ≤ J . Початковий i збурю-
вальний вектори є найгiршими щодо критерiю якостi J , якщо в
(6.51) досягається супремум.

Означення 6.1 Систему (6.50) називають неекспансивною,
якщо для будь-якої обмеженої послiдовностi wt ї ї вектор виходу zt
задовольняє умову

τ∑
t=0

z⊤t Qzt ≤
τ∑
t=0

w⊤
t Pwt+x

⊤
0 X0x0 за будь-якого

τ > 0, де Q, P i X0 — додатно визначенi матрицi.
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Очевидно, що критерiй якостi (6.51) неекспансивної системи
задовольняє умову J ≤ 1.

Лема 6.2 Нерiвностi ρ(A) < 1 i J0 < γ виконуються тодi i
лише тодi, коли ЛМН

Φ(X) =

[
A⊤XA−X + C⊤QC A⊤XB + C⊤QD
B⊤XA+D⊤QC B⊤XB +D⊤QD − γ2P

]
< 0

(6.52)
має розв’язок X = X⊤ > 0. Для виконання нерiвностей ρ(A) < 1
i J < γ необхiдно i достатньо, щоб була сумiсною система ЛМН
(6.52) i

0 < X < γ2X0. (6.53)

Твердження достатностi леми 6.2 випливають iз спiввiдношен-
ня

∆v(xt) + z⊤t Qzt − γ2w⊤
t Pwt =

[
x⊤t , w

⊤
t

]
Φ(X)

[
xt
wt

]
< 0,

де ∆v(xt) = v(xt+1) − v(xt) — перша рiзниця функцiї Ляпунова
v(x) = x⊤Xx у силу системи (6.50), t ∈ T . Твердження необхiдно-
стi можна встановити, подаючи функцiонал φ(w, x0) аналогiчним
виразом з одиничними ваговими матрицями (див. доведення леми
5.1, а також [14]).

Можна встановити, що матрична нерiвнiсть (6.52) при X > 0
виконується тодi i лише тодi, коли

−X XA XB 0
A⊤X −X 0 C⊤

B⊤X 0 −γ2P D⊤

0 C D −Q−1

 < 0.

Ця нерiвнiсть є лiнiйною щодо X, а також усiх матричних коефi-
цiєнтiв системи (6.50).

На пiдставi леми 6.2 характеристики J0 i J системи (6.50) мож-
на визначити як розв’язки вiдповiдних оптимiзацiйних задач:

J0 = inf{γ : Φ(X) < 0, X > 0} .

J = inf
{
γ : Φ(X) < 0, 0 < X < γ2X0

}
.
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Зауваження 6.5 Якщо вхiдний сигнал wt розглядати як
структуровану невизначенiсть у виглядi лiнiйного зворотного
зв’язку за виходом:

wt = γ−1Θzt, Θ⊤PΘ ≤ Q, (6.54)

то за умови (6.52) леми 6.2 система (6.50) з цiєю невизначенiстю
робастно стiйка i має спiльну квадратичну функцiю Ляпунова
v(x) = x⊤Xx. Таке твердження є наслiдком теореми 6.5 для цього
класу систем. На множинi функцiй (6.54) функцiонал φ(w, x0) в
(6.51) набуває мiнiмального значення, якщо Θ⊤PΘ = Q.

Розглянемо дискретну систему з керованими та спостережува-
ними виходами:

xt+1 = Axt +B1wt +B2ut,
zt = C1xt +D11wt +D12ut,
yt = C2xt +D21wt +D22ut.

(6.55)

Тут xt ∈ Rn, ut ∈ Rm, wt ∈ Rs, zt ∈ Rk i yt ∈ Rl — вектори вiдпо-
вiдно стану, керування, зовнiшнiх збурень, керованого та спосте-
режуваного виходiв, t ∈ T .

Нехай J — критерiй якостi системи вигляду (6.51) стосовно ке-
рованого виходу zt. Цiкавими є J-оптимальнi закони керування,
що забезпечують замкненiй системi асимптотичну стiйкiсть i мiнi-
мальне значення критерiю якостi J .

Сформулюємо умови досягнення оцiнки J < γ за допомогою
статичного регулятора за спостережуваним виходом

ut = K yt, t ∈ T . (6.56)

Замкнену систему (6.55), (6.56) за умови (5.18) подають у виглядi

xt+1 = A∗ xt +B∗wt, zt = C∗ xt +D∗wt, (6.57)

де A∗ = A + B2K0C2, B∗ = B1 + B2K0D21, C∗ = C1 + D12K0C2,
D∗ = D11+D12K0D21 i K0 = (Im−KD22)

−1K. Запишемо спiввiд-
ношення (6.52) для системи (6.57) у виглядi ЛМН щодо K0:

L⊤
0 K0R0 +R⊤

0 K
⊤
0 L0 +Ω < 0, (6.58)
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де

Ω =


−X 0 A⊤ C⊤

1

0 −γ2P B⊤
1 D⊤

11

A B1 −X−1 0
C1 D11 0 −Q−1

 , R⊤
0 =


C⊤
2

D⊤
21

0
0

 , L⊤
0 =


0
0
B2

D12

 .
Застосовуючи леми 8.2 i 8.6, отримаємо умови сумiсностi наведе-
ної нерiвностi у виглядi спiввiдношень (5.67) i

W⊤
RΦ1(X)WR < 0, (6.59)

W⊤
L Ψ1(Y )WL < 0, (6.60)

де R =
[
C2, D21

]
, L =

[
B⊤

2 , D
⊤
12

]
,

Φ1(X) =

[
A⊤XA−X + C⊤

1 QC1 A⊤XB1 + C⊤
1 QD11

B⊤
1 XA+D⊤

11QC1 B⊤
1 XB1 +D⊤

11QD11 − γ2P

]
,

Ψ1(Y )=

[
AY A⊤−Y +B1P

−1B⊤
1 AY C⊤

1 +B1P
−1D⊤

11

C1Y A
⊤+D11P

−1B⊤
1 C1Y C

⊤
1 +D11P

−1D⊤
11−γ2Q−1

]
.

Теорема 6.7 Для системи (6.55) iснує стабiлiзовний регу-
лятор (6.56), який забезпечує оцiнку J < γ, тодi i лише то-
дi, коли система спiввiдношень (5.24), (6.53), (6.59) i (6.60)
сумiсна. Матрицю такого регулятора можна визначити як
K = K0(Il +D22K0)

−1, де K0 — розв’язок ЛМН (6.58).

Застосовуючи статичний регулятор за станом, покладемо

C2 = In, D21 = 0, D22 = 0, WR =

[
0
Is

]
. (6.61)

У цьому випадку умови теореми 6.7 зводяться до системи ЛМН
(6.60) i[

X0 In
In Y

]
> 0,

[
P − γ−2D⊤

11QD11 B⊤
1

B1 Y

]
> 0 (6.62)

з невiдомою матрицею Y .
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Наслiдок 6.6 Для системи (6.55) за умов (6.61) iснує стабiлi-
зовний статичний регулятор за станом ut = Kxt, що забезпечує
оцiнку J < γ, тодi i лише тодi, коли сумiсна система ЛМН (6.60)
i (6.62).

Розглянемо систему (6.55) з динамiчним регулятором

ξt+1 = Z ξt + V yt, ut = U ξt +K yt, ξ0 = 0. (6.63)

За умови (5.18) замкнена система (6.55), (6.63) має вигляд

x̂t+1 = Â∗ x̂t + B̂∗wt, zt = Ĉ∗ x̂t + D̂∗wt, t ∈ T . (6.64)

Тут

x̂⊤t =
[
x⊤, ξ⊤t

]
, Â∗ = Â+ B̂2K̂0Ĉ2, B̂∗ = B̂1 + B̂2K̂0D̂21,

Ĉ∗ = Ĉ1 + D̂12K̂0Ĉ2, D̂∗ = D11 + D̂12K̂0D̂21,

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂2 =

[
B2 0n×r

0r×m Ir

]
, Ĉ2 =

[
C2 0l×r
0r×n Ir

]
,

K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
, B̂1 =

[
B1

0r×s

]
, D̂21 =

[
D21

0r×s

]
,

Ĉ1 =
[
C1, 0k×r

]
, D̂12 =

[
D12, 0k×r

]
,

K0 = (Im −KD22)
−1K, U0 = (Im −KD)−1U,

V0 = V (Il −DK)−1, Z0 = Z + V D(Im −KD)−1U.

Подамо спiввiдношення (6.52) для системи (6.64) у виглядi
ЛМН щодо K̂0:

L̂⊤K̂0R̂+ R̂⊤K̂⊤
0 L̂+ Ω̂ < 0, (6.65)

де

R̂ =
[
Ĉ2, D̂21, 0, 0

]
=

[
C2 D21 0 0
0 0 Ir 0

]
In 0 0 0
0 0 Is 0
0 Ir 0 0
0 0 0 In+r+k

 ,
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L̂ =
[
0, 0, B̂⊤

2 , D̂
⊤
12

]
=

[
0 0 B⊤

2 D⊤
12

0 Ir 0 0

]
In+r+s 0 0 0

0 0 Ir 0
0 In 0 0
0 0 0 Ik

 ,

Ω̂ =


−X̂ 0 Â⊤ Ĉ⊤

1

0 −γ2P B̂⊤
1 D⊤

11

Â B̂1 −X̂−1 0

Ĉ1 D11 0 −Q−1

 .
Обчислюючи вирази W

R̂
, W

L̂
i застосовуючи леми 6.2, 8.3 i 8.6,

отримаємо критерiй сумiсностi ЛМН (6.65) у виглядi спiввiдно-
шень (6.59), (6.60) i

W =

[
X γIn
γIn Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (6.66)

Теорема 6.8 Для системи (6.55) iснує стабiлiзовний дина-
мiчний регулятор (6.63), що забезпечує оцiнку J < γ, тодi i ли-
ше тодi, коли система спiввiдношень (6.53), (6.59), (6.60) i ( 6.66)
сумiсна щодо X = X⊤ > 0 i Y = Y ⊤ > 0. Матрицi такого ре-
гулятора можна визначити за допомогою спiввiдношень (5.29) i
(6.65).

На пiдставi теорем 6.7 i 6.8 можна побудувати алгоритми синте-
зу статичних i динамiчних регуляторiв, що забезпечують робастну
стiйкiсть та оцiнку критерiю якостi J < γ дискретних систем ке-
рування (див. розд. 5). При побудовi наближених J-оптимальних
законiв керування можна використовувати твердження цих тео-
рем за мiнiмально можливих значень параметра γ.

Наведемо методи оцiнювання локальних характеристик J i J0
вигляду (6.51) для класу псевдолiнiйних систем

xt+1 = A(xt)xt +B(xt)wt, zt = C(xt)xt +D(xt)wt, (6.67)

де A(x), B(x), C(x) i D(x) — неперервнi матричнi функцiї x ∈ S0.
Повторюючи доведення твердження достатностi леми 6.2 для си-
стеми (6.67), можна встановити таке твердження.
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Лема 6.3 Нехай для деякої матрицi X = X⊤ > 0

Φ(x) =

[
Φ11(x) Φ12(x)
Φ21(x) Φ22(x)

]
< 0, x ∈ S0, (6.68)

де
Φ11(x) = A⊤(x)XA(x)−X + C⊤(x)QC(x),

Φ21(x) = Φ⊤
12(x) = B⊤(x)XA(x) +D⊤(x)QC(x),

Φ22(x) = B⊤(x)XB(x) +D⊤(x)QD(x)− γ2P.

Тодi для критерiю якостi J0 системи (6.67) виконується оцiнка
J0 ≤ γ. Якщо, крiм того, 0 < X ≤ γ2X0, то J ≤ γ.

Розглянемо нелiнiйну систему керування:

xt+1 = A(xt)xt +B1(xt)wt +B2(xt)ut,
zt = C1(xt)xt +D11(xt)wt +D12(xt)ut,
yt = C2(xt)xt +D21(xt)wt +D22(xt)ut,

(6.69)

де xt ∈ Rn, ut ∈ Rm, wt ∈ Rs, zt ∈ Rk i yt ∈ Rl — вектори вiд-
повiдно стану, керування, зовнiшнiх збурень, керованого та спо-
стережуваного виходiв, t ∈ T . Припустимо, що всi матричнi ко-
ефiцiєнти в (6.69) є неперервними функцiями x ∈ S0, а матрицi
R(x) =

[
C2(x), D21(x)

]
i L(x) =

[
B⊤

2 (x), D
⊤
12(x)

]
мають сталий

ранг.
Наведемо достатнi умови досягнення оцiнки J ≤ γ в системi

(6.69) за допомогою динамiчного регулятора

ξt+1 = Z(ξt) ξt+V (ξt) yt, ut = U(ξt) ξt+K(ξt) yt, ξ0 = 0, (6.70)

де ξt ∈ R0 ⊆ Rr, t ∈ T . За умови

det
[
Im −K(ξ)D22(x)

]
̸= 0, x ∈ S0, ξ ∈ R0, (6.71)

замкнену систему (6.69), (6.70) подають у виглядi

x̂t+1 = Â∗ (x̂t)x̂t + B̂∗ (x̂t)wt, zt = Ĉ∗(x̂t) x̂t + D̂∗(x̂t)wt. (6.72)

Тут структура матриць Â∗, B̂∗, Ĉ∗ i D̂∗, що залежать вiд x̂t, така
сама, як в (6.64).
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Повторюючи доведення теореми 6.8 та застосовуючи лему 6.3
для системи (6.72), отримуємо спiввiдношення (6.66) i

W⊤
R(x)Φ(x)WR(x) < 0, W⊤

L(x)Ψ(x)WL(x) < 0, x ∈ S0, (6.73)

де

Φ(x) =

[
Φ11(x) Φ12(x)
Φ21(x) Φ22(x)

]
, Ψ(x) =

[
Ψ11(x) Ψ12(x)
Ψ21(x) Ψ22(x)

]
,

Φ11(x) = A⊤(x)XA(x)−X + C⊤
1 (x)QC1(x),

Φ12(x) = Φ⊤
21(x) = A⊤(x)XB1(x) + C⊤

1 (x)QD11(x),

Φ22(x) = B⊤
1 (x)XB1(x) +D⊤

11(x)QD11(x)− γ2P,

Ψ11(x) = A(x)Y A⊤(x)− Y +B1(x)P
−1B⊤

1 (x),

Ψ12(x) = Ψ⊤
21(x) = A(x)Y C⊤

1 (x) +B1(x)P
−1D⊤

11(x),

Ψ22(x) = C1(x)Y C
⊤
1 (x) +D11(x)P

−1D⊤
11(x)− γ2Q−1.

Теорема 6.9 Нехай iснує матриця X, що задовольняє
спiввiдношення (6.66), (6.73) i 0 < X ≤ γ2X0. Тодi для систе-
ми (6.69) iснує стабiлiзовний динамiчний регулятор (6.70), що
забезпечує оцiнку J ≤ γ.

Зазначимо, що методи синтезу систем (6.55) i (6.69) за допомо-
гою динамiчних регуляторiв (6.63) або (6.70) формально зводять-
ся до побудови статичних регуляторiв для аналогiчних систем у
розширеному фазовому просторi Rn+r (див. зауваження 5.3 для
неперервних систем).

6.5 Допустимi дискретнi дескрипторнi системи

Розглянемо лiнiйну дескрипторну систему:

Ext+1 = Axt +Bwt, zt = Cxt +Dwt, t ∈ T , (6.74)

де rankE = ρ ≤ n. В’язку матриць F (λ) = A − λE називають
допустимою, якщо вона регулярна, стiйка i причинна, тобто вiд-
повiдно detF (λ) ̸≡ 0 (λ ∈ C), |λ| < 1 (λ ∈ σ(A1)) i N = 0 (див.
формулу (5.36)).
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Дескрипторну систему (6.74) називають стiйкою, причинною
та допустимою, якщо в’язка матриць F (λ) вiдповiдно стiйка, при-
чинна та допустима. Властивiсть причинностi дискретної системи
(6.74) є аналогом властивостi неiмпульсностi неперервної системи
(5.34) [17]. Наведемо динамiчну пiдсистему причинної системи:

x1 t+1 = A1 x1 t +B1wt, zt = C1 x1 t +D1wt, (6.75)

де

xt = R

[
x1,t
x2,t

]
, LB =

[
B1

B2

]
, CR =

[
C1, C2

]
, D1 = D − C2B2.

x1 t ∈ Rr, x2 t ∈ Rn−r, L i R — невиродженi матрицi перетворення
в’язки F (λ) до канонiчної форми Веєрштрасса (5.36).

Лема 6.4 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) система (6.74) є допустимою;
2) iснує невироджена матриця X = X⊤, яка задовольняє си-

стему ЛМН

A⊤XA− E⊤XE < 0, E⊤XE ≥ 0;

3) iснують матрицi S = S⊤ > 0 i ∆ = ∆⊤, що задовольняють
спiввiдношення

A⊤(S +∆
)
A− E⊤SE < 0, E⊤∆E = 0;

4) iснують матрицi S = S⊤ > 0 i F , що задовольняють ЛМН

A⊤SA− E⊤SE + FE⊤
0 A+A⊤E0F

⊤ < 0,

де E0 =WE⊤.

Еквiвалентнiсть тверджень 1 та 2 леми 6.4 встановлено в [121],
а доведення еквiвалентностi тверджень 1 та 4 наведено в [152].
Очевидно, що твердження 2 є наслiдком твердження 3, оскiльки
E⊤XE = E⊤SE при X = S +∆. Навпаки, якщо у твердженнi 2

X = L⊤
[
X1 X2

X⊤
2 X3

]
L, LAR =

[
A1 0
0 In−r

]
, LER =

[
Ir 0
0 N

]
,
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то N = 0, X1 = X⊤
1 > 0, X1 − A⊤

1 X1A1 > 0 i матрицi S i ∆ у
твердженнi 3 можна побудувати у виглядi

S = X −∆ = L⊤
[

X1 X2 −∆2

X⊤
2 −∆⊤

2 X3 −∆3

]
L, ∆ = L⊤

[
0 ∆2

∆⊤
2 ∆3

]
L,

(6.76)
де ∆3 < X3 − (X2 −∆2)

⊤X−1
1 (X2 −∆2).

У [154] встановлено, що система (6.74) є допустимою тодi i лише
тодi, коли

A⊤(S + E0TE
⊤
0 )A− E⊤SE < 0

для деяких матриць S = S⊤ > 0 i T = T⊤. Це є наслiдком еквiва-
лентностi тверджень 1 i 3 леми 6.4 у разi використання розв’язкiв
матричного рiвняння E⊤∆E = 0 типу ∆ = E0TE

⊤
0 . Довiльний

симетричний розв’язок цього рiвняння у випадку N = 0 має таку
структуру:

∆ = E0G
⊤ +GE⊤

0 = L⊤
[

0 G1

G⊤
1 G2 +G⊤

2

]
L. (6.77)

Тут

G = L⊤
[
G1

G2

]
, E0 = L⊤

[
0

In−r

]
.

Нехай J0 i J — критерiї якостi системи (6.74) вигляду (6.51),
визначенi для множини пар (w, x0), за яких дана система має
розв’язок. Для допустимої системи (6.74) значення J0 та J визна-
чаються аналогiчними характеристиками пiдсистеми (6.75). Далi
припускаємо, що X0 = E⊤HE, де H = H⊤ > 0.

Для системи (6.74) визначимо матричнi оператори:

Φ(X) =

[
A⊤XA− E⊤XE + C⊤QC A⊤XB + C⊤QD

B⊤XA+D⊤QC B⊤XB +D⊤QD − γ2P

]
,

Υ(∆) =
[
A, B

]⊤
∆
[
A, B

]
, Υ1(F ) =

[
A, B

]⊤
E0F

⊤ + FE⊤
0

[
A, B

]
.

Лема 6.5 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) система (6.74) є допустимою i J0 < γ;
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2) iснує матриця X = X⊤, що задовольняє систему ЛМН

Φ(X) < 0, E⊤XE ≥ 0;

3) iснують матрицi S = S⊤ > 0 i ∆ = ∆⊤, що задовольняють
спiввiдношення

Φ(S) + Υ(∆) < 0, E⊤∆E = 0;

4) iснують матрицi S = S⊤ > 0 i T = T⊤, що задовольняють
ЛМН

Φ(S) + Υ(∆) < 0, ∆ = E0TE
⊤
0 ;

5) iснують матрицi S = S⊤ > 0 i G, що задовольняють ЛМН

Φ(S) + Υ(∆) < 0, ∆ = E0G
⊤ +GE⊤

0 ;

6) iснують матрицi S = S⊤ > 0 i F , що задовольняють ЛМН

Φ(S) + Υ1(F ) < 0.

Доведення. Покладемо w̃t = P̃wt i z̃t = Q̃zt, де P̃ i Q̃ —
множники в розкладах додатно визначених матриць P = P̃⊤P̃
i Q = Q̃⊤Q̃. Тодi система (6.74) набуває вигляду

Ext+1 = Axt + B̃w̃t, z̃t = C̃xt + D̃w̃t, t ∈ T , (6.78)

де B̃ = BP̃−1, C̃ = Q̃C i D̃ = Q̃DP̃−1. При цьому ∥z∥Q = ∥z̃∥Ik ,
∥w∥P = ∥w̃∥Is i

Φ(X) = U⊤Φ̃(X)U, U =

[
In 0

0 P̃

]
, (6.79)

Φ̃(X) =

[
A⊤XA− E⊤XE + C̃⊤C̃ A⊤XB̃ + C̃⊤D̃

B̃⊤XA+ D̃⊤C̃ B̃⊤XB̃ + D̃⊤D̃ − γ2Is

]
.

Згiдно з [121] система (6.78) є допустимою i її критерiй якостi
J̃0 = J0 < γ тодi i лише тодi, коли сумiсна система ЛМН Φ̃(X) < 0
i E⊤XE ≥ 0. Оскiльки Φ̃(X) < 0 ⇔ Φ(X) < 0, то твердження 1 i
2 є еквiвалентними (див. також [66]).
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Очевидно, що твердження 2 є наслiдком твердження 3. Дiйсно,
якщо шукати розв’язок нерiвностi Φ(X) < 0 у виглядi X = S +∆
при S = S⊤ > 0, то Φ(X) = Φ(S)+Υ(∆) < 0 iE⊤XE = E⊤SE ≥ 0.
Навпаки, в разi виконання твердження 2 з матрицею X система
(6.74) є допустимою i матрицi S i ∆ в твердженнi 3 можна вибрати
у виглядi (6.76). Отже, твердження 2 i 3 є еквiвалентними.

Оскiльки виконуються спiввiдношення (6.79) i

Φ(S) + Υ(∆) = U⊤[Φ̃(S) + Υ̃(∆)
]
U, Υ̃(∆) =

[
A, B̃

]⊤
∆
[
A, B̃

]
,

то згiдно з [154] система (6.78) є допустимою i її критерiй якостi
J̃0 < γ тодi i лише тодi, коли Φ̃(S) + Υ̃(∆) < 0 i ∆ = E0 T E

⊤
0 для

деяких матриць S = S⊤ > 0 i T = T⊤. Це означає, що твердження
1 i 4 є еквiвалентними. Аналогiчно, еквiвалентнiсть тверджень 1
i 6 є наслiдком теореми 5.6 iз [152] та спiввiдношень (6.79) i

Φ(S) + Υ1(F ) = U⊤[Φ̃(S) + Υ̃1(F̃ )
]
U,

Υ̃1(F̃ ) =
[
A, B̃

]⊤
E0F̃

⊤ + F̃E⊤
0

[
A, B̃

]
,

де F̃ = U−1⊤F .
Еквiвалентнiсть тверджень 3 i 5 випливає iз зображення до-

вiльного розв’язку рiвняння E⊤∆E = 0 у виглядi (6.77). 2

Лема 6.6 Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) система (6.74) є допустимою i J < γ;
2) iснує матриця X = X⊤, що задовольняє спiввiдношення

Φ(X) < 0, 0 ≤ E⊤XE ≤ γ2X0, rank
(
E⊤XE − γ2X0

)
= ρ;
(6.80)

3) iснують матрицi S = S⊤ > 0 i ∆ = ∆⊤, що задовольняють
спiввiдношення

Φ(S) + Υ(∆) < 0, E⊤∆E = 0, S < γ2H; (6.81)

4) iснують матрицi S = S⊤ > 0 i G, що задовольняють си-
стему ЛМН

Φ(S) + Υ(∆) < 0, ∆ = E0G
⊤ +GE⊤

0 , S < γ2H. (6.82)
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Доведення. Застосуємо конгруентне перетворення

V ⊤Φ(X)V =

 Φ1(X1)
A⊤

1X2+C
⊤
1QC2

B⊤
1X2+D

⊤
1QC2

X⊤
2A1+C

⊤
2QC1 X

⊤
2B1+C

⊤
2QD1 X3 + C⊤

2 QC2

,
(6.83)

де

V =

[
R 0
0 Is

] Ir 0 0
0 −B2 In−r
0 Is 0

 , X = L⊤
[
X1 X2

X⊤
2 X3

]
L.

За умов (6.80) система (6.74) є допустимою (див. лему 6.5) i вико-
нуються такi спiввiдношення:

Φ1(X1) < 0, 0 < X1 < γ2H1, (6.84)

E⊤XE − γ2X0 = R−1⊤
[
X1 − γ2H1 0

0 0

]
R−1 ≤ 0,

x⊤0 X0x0 = x⊤1,0H1x1,0, H = L⊤
[
H1 H2

H⊤
2 H3

]
L > 0.

При цьому ρ(A1) < 1 i J < γ тодi i лише тодi, коли система ЛМН
(6.84) сумiсна [63].

Отже, в разi виконання спiввiдношень (6.80) система (6.74) до-
пустима i її критерiй якостi J < γ. Навпаки, якщо система (6.74)
допустима i J < γ, то ρ(A1) < 1 i для деякої матрицi X1 = X⊤

1

виконуються спiввiдношення (6.84). При цьому, якщо покласти
X2 = 0 i X3 = −C⊤

2 QC2 − ε−1In−r, то згiдно з (6.83) i лемою
Шура матрична нерiвнiсть Φ(X) < 0 набуває вигляду

Φ1(X1) + ε

[
C⊤
1

D⊤
1

]
QC2C

⊤
2 Q

[
C1, D1

]
< 0.

Умова Φ1(X1) < 0 дає змогу вибрати таке ε > 0, при якому ця
нерiвнiсть виконується. Це означає, що твердження 2 є наслiдком
твердження 1.

Якщо виконуються спiввiдношення (6.81), то матриця
X = S +∆ задовольняє спiввiдношення (6.80), тобто твердження
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2 є наслiдком твердження 3. Навпаки, якщо для деякої матрицi
X виконуються спiввiдношення (6.80), то матрицi S i ∆, що
задовольняють (6.81), можна побудувати у виглядi (6.76). При
цьому 0 < X1 < γ2H1 i на пiдставi леми 8.8 можна вибрати блоки
∆2 i ∆3 так, щоб

0 <

[
X1 X2 −∆2

X⊤
2 −∆⊤

2 X3 −∆3

]
< γ2

[
H1 H2

H⊤
2 H3

]
,

тобто 0 < S < γ2H.
Еквiвалентнiсть тверджень 3 i 4 є наслiдком зображення до-

вiльного розв’язку рiвняння E⊤∆E = 0 у виглядi (6.77). 2

Iз лем 6.5 i 6.6 випливають алгоритми обчислення критерiїв
якостi J0 i J системи (6.74) на базi розв’язування вiдповiдних оп-
тимiзацiйних задач. Наприклад,

J = inf
{
γ : Φ(S) + Υ(∆) < 0, 0 < S < γ2H, E⊤△E = 0

}
.

На пiдставi лем 6.5 i 6.6 здiйснюється синтез узагальнених H∞-
регуляторiв для класу дескрипторних систем

Ext+1 = Axt +B1wt +B2 ut,
zt = C1 xt +D11wt +D12 ut,
yt = C2 xt +D21wt +D22 u.

(6.85)

У разi використання статичного регулятора (6.56) замкнена си-
стема має вигляд

Ext+1 = A∗xt +B∗wt, zt = C∗xt +D∗wt, (6.86)

де [
A∗ B∗
C∗ D∗

]
=

[
A B1

C1 D11

]
+

[
B2

D12

]
K0

[
C2 D21

]
.

Запишемо матричну нерiвнiсть Φ(X) < 0 для системи (6.86) у
виглядi квадратичної матричної нерiвностi щодо K0:

Φ∗(X) =W (X)+U⊤(X)K0V +V ⊤K⊤
0 U(X)+V ⊤K⊤

0R(X)K0V < 0,
(6.87)
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де

W (X)=

[
A⊤XA−E⊤XE+C⊤

1 QC1 A⊤XB1 + C⊤
1 QD11

B⊤
1 XA+D⊤

11QC1 B⊤
1 XB1+D

⊤
11QD11−γ2P

]
,

U(X) =
[
B⊤

2 XA+D⊤
12QC1, B

⊤
2 XB1 +D⊤

12QD11

]
,

V =
[
C2, D21

]
, R(X) = B⊤

2 XB2 +D⊤
12QD12.

Якщо виконуються додатковi умови

rank

[
B2

D12

]
= m, rank

[
E,B2

]
= ρ, (6.88)

то R(X) = B⊤
2 SB2 +D⊤

12QD12 > 0 при X = S +∆, S = S⊤ > 0 i
E⊤∆E = 0. Друга умова в (6.88) означає, що B2 = EZ для деякої
матрицi Z.

Отже, застосовуючи леми 6.5, 6.6 i 8.7, маємо таке твердження.

Теорема 6.10 Нехай iснують матрицi S = S⊤ > 0 i G = G⊤,
при яких виконуються спiввiдношення

R(X) > 0, W (X) < U⊤(X)R−1(X)U(X), W⊤
V W (X)WV < 0,

(6.89)
де X = S + E0G

⊤ + GE⊤
0 . Тодi iснує керування (6.56), за якого

замкнена система (6.86) є допустимою i має критерiй якостi
J0 < γ. При цьому J < γ, якщо разом з (6.89) S < γ2H.

Якщо система (6.86) допустима i J < γ, то за додаткових
умов (6.88) iснують матрицi S = S⊤ > 0 i G = G⊤, що задоволь-
няють спiввiдношення (6.89) i S < γ2H.

За умов теореми 6.10 матрицю шуканого регулятора (6.56)
можна побудувати як K = K0(Il +D22K0)

−1, де K0 — розв’язок
квадратичної матричної нерiвностi (6.87). Зазначимо, що у ви-
падку застосування статичного регулятора за станом V =

[
In, 0

]
i W⊤

V =
[
0, Is

]
, при цьому остання нерiвнiсть у (6.89) спрощується

до вигляду B⊤
1 XB1 < γ2P −D⊤

11QD11.
Визначимо у просторi матриць регулятора (6.56) елiпсоїд

K =
{
K ∈ Rm×l : K⊤ΛK ≤ Θ

}
, Λ = Λ⊤ > 0, Θ = Θ⊤ > 0.

На пiдставi лем 6.5, 6.6, 8.10 i спiввiдношення (6.87) маємо та-
кий результат.
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Теорема 6.11 Нехай для деяких матриць S = S⊤ > 0 i
G = G⊤ виконується система ЛМН:

R(X) ≥ 0,

[
W (X) + V ⊤ΘV U⊤(X) + V ⊤ΘD22

U(X) +D⊤
22ΘV R(X) +D⊤

22ΘD22 − Λ

]
< 0,

(6.90)
де X = S + E0G

⊤ + GE⊤
0 . Тодi для будь-якого керування (6.56)

при K ∈ K замкнена система (6.86) є допустимою i J0 < γ. При
цьому J < γ для цiєї множини керувань, якщо разом з (6.90)
S < γ2H.

Зазначимо, що матрицi Λ i Θ, якi визначають елiпсоїд K, вхо-
дять у вираз (6.90) лiнiйно. Тому в теоремi 6.11 вони можуть бу-
ти як заданими, так i шуканими компонентами розв’язку ЛМН
(6.90). Очевидно, що для виконання умов (6.90) необхiдно, щоб
D⊤

22ΘD22 < Λ. За додаткових умов (6.88) перша нерiвнiсть у (6.90)
виконується автоматично.

Можна отримати аналоги теорем 6.10 i 6.11 для системи (6.74)
з динамiчним регулятором типу (6.63), застосовуючи зображен-
ня замкненої системи у розширеному фазовому просторi Rn+r зi
статичним регулятором.



Роздiл 7

Позитивнi та монотоннi динамiчнi
системи

У теорiї систем та її застосуваннях використовуються неперерв-
нi та дискретнi моделi динамiчних об’єктiв, стани яких мають
певнi властивостi щодо деякого конуса фазового простору (по-
зитивнiсть, монотоннiсть, кооперативнiсть тощо). Цi властивостi
можуть бути зумовленi самою природою дослiджуваного об’єкта
або структурою проєктованої системи керування (див., напри-
клад, [36,109,120]). Класи позитивних i монотонних систем вини-
кають у теорiї стiйкостi як системи порiвняння [2,41,52,82]. Деякi
моделi бiологiчних та соцiальних систем мають властивостi типу
кооперативностi чи конкуренцiї, якi визначаються за допомогою
конуса невiд’ємних векторiв [120].

Цей роздiл присвячено вивченню та використанню в задачах
стiйкостi властивостей динамiчних систем, що узагальнюють по-
няття позитивностi та монотонностi щодо конуса.

7.1 Означення та допомiжнi факти

Опуклу замкнену множину K дiйсного нормованого простору E
називають клином, якщо αK + βK ⊆ K ∀α, β ≥ 0. Клин K є ко-
нусом, якщо його лезо K ∩ −K = {0}. Простiр з конусом є напiв-

упорядкованим: X
K
≤ Y ⇐⇒ Y −X ∈ K. Тiлесний конус K скла-

дається iз множини внутрiшнiх точок intK =
{
X : X

K
> 0

}
̸= ∅ i

межi ∂K. Ненульовi елементи X ∈ K позначаються як X
K
≻ 0.

Конус K називають нормальним, якщо iз 0
K
≤ X

K
≤ Y випли-

ває оцiнка ∥X∥ ≤ ν∥Y ∥, де ν – унiверсальна стала. Найменше iз
таких чисел ν називають сталою нормальностi конуса K. Вла-

232
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стивiсть нормальностi конуса K еквiвалентна виконанню нерiв-
ностi ∥X∥ ≤ ν∥V ∥ + (ν + 1)∥U∥ зi сталою нормальностi ν для

будь-якого конусного iнтервалу U
K
≤ X

K
≤ V .

Якщо E = K − K, то конус K є вiдтворювальним. Вiдтворю-
вальний конус K є несплющеним, тобто iз X = X+−X− i X± ∈ K
випливає ∥X±∥ ≤ µ∥X∥, де µ — унiверсальна стала.

Типовими прикладами нормальних вiдтворювальних конусiв у
скiнченновимiрних просторах є множини векторiв з невiд’ємними
елементами, круговий конус Мiнковського, множина симетричних
невiд’ємно визначених матриць тощо. (див. пiдрозд. 8.8).

Множину D ⊂ E називають K–опуклою, якщо для будь-якої

пари точок X,Y ∈ D iз X
K
≤ Y випливає (1 − γ)X + γY ∈ D

при γ ∈ (0, 1). Будь-який конус K i будь-яка опукла множина є
K-опуклими.

Спряжений конус K∗ складається iз лiнiйних функцiоналiв
φ ∈ E∗, що набувають невiд’ємних значень на K, причому

K =
{
X ∈ E : φ(X) ≥ 0 ∀φ ∈ K∗},

K∗ =
{
φ ∈ E∗ : φ(X) ≥ 0 ∀X ∈ K

}
,

intK =
{
X ∈ K : φ(X) > 0 ∀φ ̸= 0 ∈ K∗},

∂K =
{
X ∈ K : ∃φ ̸= 0 ∈ K∗, φ(X) = 0

}
.

Функцiонал φ ∈ E∗ називають рiвномiрно додатним, якщо
знайдеться таке γ > 0, що φ(X) ≥ γ∥X∥ для всiх x ∈ K. Рiвно-
мiрно додатний функцiонал φ ∈ E∗ є строго додатним: φ(X) > 0

при X
K
≻ 0. Конус K допускає оштукатурення K0, якщо кож-

на точка X0 ∈ K входить у конус K0 разом з кульовим околом
∥X − X0∥ ≤ δ∥X0∥, де δ > 0 не залежить вiд X0. Оштукатурю-
ванiсть конуса K рiвносильна тiлесностi конуса K∗, а також iсну-
ванню рiвномiрно додатного функцiонала φ ∈ E∗. Кожен оштука-
турюваний конус є нормальним. У скiнченновимiрному просторi
кожен конус допускає оштукатурення. Конус K нормальний (вiд-
творювальний) тодi i лише тодi, коли спряжений конус K∗ є вiд-
творювальним (нормальним).
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Нехай у банаховому просторi E1(E2) видiлено конус K1(K2).
Оператор M : E1 → E2 називають монотонним, якщо

X
K1

≤ Y =⇒ MX
K2

≤ MY. Монотоннiсть лiнiйного оператора M
рiвносильна його додатностi : MK1 ⊆ K2. Нерiвнiсть мiж опера-
торами M1 ⊴ M2 означає, що оператор M2−M1 додатний. Якщо
оператор M додатний, то спряжений оператор M∗ : E∗

2 → E∗
1

також додатний (M∗K∗
2 ⊆ K∗

1). Якщо ME1 ⊆ K2, то оператор M
всюди додатний. Додатний оператор M рiвномiрно додатний, як-
що ∥MX∥ ≥ γ∥X∥ для деякого γ > 0 за всiх X ∈ K.

Лiнiйний оператор M називають додатно оборотним, якщо
K2 ⊆ MK1, тобто для будь-якого Y ∈ K2 рiвняння MX = Y
має розв’язок X ∈ K1. Оскiльки (M−1)∗ = (M∗)−1, то iз до-
датної оборотностi оператора M випливає додатна оборотнiсть
оператора M∗. Якщо K2 — нормальний вiдтворювальний ко-
нус i M1 ⊴ M ⊴ M2, то iз додатної оборотностi операторiв
M1 i M2 випливає додатна оборотнiсть оператора M, причому
M−1

2 ⊴ M−1 ⊴ M−1
1 [36].

Критерiєм додатної оборотностi класу операторiв

M = L−P, PK1 ⊆ K2 ⊆ LK1, (7.1)

де K2 — нормальний вiдтворювальний конус, є нерiвнiсть ρ(T) < 1
(ρ(T) — спектральний радiус в’язки операторiв T(λ) = P − λL)
[49]. Якщо конус K2 тiлесний, то ця нерiвнiсть еквiвалентна iсну-

ванню елементiв X
K1

≥ 0 i Y
K2
> 0, пов’язаних рiвнянням MX = Y.

Оператор M : E → E називають позадiагонально додатним, як-
що φ(MX) ≥ 0 для будь-яких X ∈ K i φ ∈ K∗ таких, що φ(X) = 0.
Якщо M ⊵ αI для деякого α, де I — тотожний оператор, то опе-
ратор M є позадiагонально додатним. Зворотне твердження спра-
ведливе за додаткових обмежень у разi α ≤ −νµ∥M∥, де ν i µ —
сталi вiдповiдно нормальностi та несплющеностi K [125].

Наведемо приклади додатних операторiв. Лiнiйний оператор
M : Rn×m → Rp×q можна подати у виглядi

MX =

n,m∑
i,j=1

xijAij , Aij ∈ Kpq,
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де Kpq — конус невiд’ємних матриць розмiру p × q, тодi i лише
тодi, коли MKnm ⊆ Kpq. Зокрема, будь-який лiнiйний оператор,
що зберiгає конус невiд’ємних векторiв Kn, має вигляд Mx = Ax
(A ∈ Knn). Лiнiйнi оператори, що зберiгають конус невiд’ємно
визначених матриць, подають у виглядi [49]

MX =
∑
k

AkXA
∗
k +

∑
s

BsX
⊤B∗

s , Ak, Bs ∈ Cn×n.

Лiнiйний iнтегральний оператор

Mx(t) =

∫
∆
H(t, τ)x(τ)dτ

є додатним щодо конуса невiд’ємних функцiй x ∈ E , якщо ядро
H(t, τ) невiд’ємне (t, τ ∈ ∆).

Лiнiйний обмежений оператор F′(X0) називають похiдною Га-
то вiд нелiнiйного оператора F : E1 → E2 у точцi X0, якщо iснує
границя

lim
ε→0

1

ε
[F(X0 + εH)− FX0] = F′(X0)H

у сенсi сильної збiжностi (за нормою). Якщо це спiввiдношення

виконується лише при H
K1

≥ 0, то F′(X0) — похiдна за конусом
K1 оператора F [35]. Похiдна Фреше F′(X0) за конусом K1 визна-
чається спiввiдношеннями

F(X0 +H)− FX0 = F′(X0)H +R(X0, H), R(X0, H) = o(∥H∥),

де H
K1

≥ 0. Похiдна Фреше також є похiдною Гато. Якщо похiдна
Гато неперервна в околi точки X0, то вона є похiдною Фреше. На-
далi через F′

+(X0) (F′
−(X0)) позначатимемо похiднi Гато i Фреше

за конусом K1 (−K1) у точцi X0.

7.2 Класифiкацiя динамiчних систем щодо конуса

Нехай в областi D банахового простору X функцiонує динамiчна
система S, стан якої

Xt = E(Xτ , τ, t) ∈ X , τ ∈ Υ, t ∈ Υτ , (7.2)
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де E — оператор, що визначає перехiд з початкового стану Xτ у
стан Xt i має властивостi

E(X, τ, τ) = X, E
(
E(X, τ, t), t, s

)
= E(X, τ, s), t ∈ Υτ , s ∈ Υt,

Υτ = {t ∈ Υ : t ≥ τ}, Υ ⊆ R — впорядкована множина iндексiв.
Система S є неперервною, дискретною або гiбридною залежно

вiд структури множини Υ. У разi дискретного часу Υ = {0, 1, . . . }.
Лiнiйному оператору E вiдповiдає лiнiйна система S. Зазначимо,
що E(·, τ, τ) ≡ I — тотожний оператор. Якщо E(Θ, τ, t) ≡ Θ, то
Xt ≡ Θ — стан рiвноваги системи S. Розглядатимемо лише iзо-
льованi стани рiвноваги.

Нехай Kt стала або змiнна за часом множина в X . Як Kt можна
використовувати лiнiйне перетворення Kt = L(t)K сталої множи-
ни K. Тодi Kt є конусом, якщо kerL(t) ≡ {0} i K — конус. Якщо
E(Kτ , τ, t) ⊆ Kt при t ∈ Υτ , то Kt — iнварiантна множина си-
стеми S. Система є позитивною щодо iнварiантного конуса Kt.
Система S є монотонною щодо конуса Kt, якщо

Xτ

Kτ

≤ Yτ ⇒ Xt = E(Xτ , τ, t)
Kt

≤ Yt = E(Yτ , τ, t) (7.3)

за будь-яких τ ∈ Υ i t ∈ Υτ . Позитивну (монотонну) динамiчну
систему S визначає додатний (монотонний) оператор E. Позначи-
мо класи монотонних та позитивних систем щодо ±Kt вiдповiдно
як M та M±

0 .
Розглянемо множини

K+
t (Θ) =

{
X ∈ X : X

Kt

≥ Θ
}
, K−

t (Θ) =
{
X ∈ X : X

Kt

≤ Θ
}
,

де Θ ∈ X , Kt — конус. Для класiв систем з iнварiантними
множинами K±

t (Θ) використовуємо позначення M±
0 (Θ). Позна-

чимо класи систем, що мають властивiсть (7.3) при Yτ ∈ K+
τ (Θ),

Xτ ∈ K+
τ (Θ), Xτ ∈ K−

τ (Θ) i Yτ ∈ K−
τ (Θ), вiдповiдно як M+

1 (Θ),
M+

2 (Θ), M−
1 (Θ) i M−

2 (Θ). Очевидно, що

M ⊆ M±
1 (Θ) ⊆ M±

2 (Θ), M ⊆ M1(Θ) ⊆ M2(Θ),

де M1(Θ) = M+
1 (Θ)∩M−

1 (Θ), M2(Θ) = M+
2 (Θ)∩M−

2 (Θ). Систе-
ма класу M±

2 (Θ) є монотонною в K±
t (Θ). Кожна система з M+

2 (Θ),
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M−
2 (Θ) або M2(Θ), що має стан рiвноваги Xt ≡ Θ, належить вiд-

повiдно M+
0 (Θ), M−

0 (Θ) або M0(Θ) = M+
0 (Θ) ∩M−

0 (Θ). Лiнiйна
система S, позитивна щодо конуса Kt, належить кожному iз за-
проваджених класiв систем.

Опишемо введенi класи систем S зi станами (7.2) за допомогою
включень

E′
±(X, τ, t)Kτ ⊆ Kt, X ∈ D, τ ∈ Υ, t ∈ Υτ , (7.4)

де E′
±(X, τ, t) — похiднi Гато оператора E(X, τ, t) за вiдповiдними

конусами ±Kτ . Належнiсть системи S певним класам позначати-
мемо символом ∈.

Лема 7.1 Нехай оператор E(X, τ, t) диференцiйований за Га-
то щодо ±Kτ у Kτ -опуклiй областi D при τ ∈ Υ, t ∈ Υτ . Тодi:

(i) належнiсть S ∈ M еквiвалентна одному iз включень (7.4);
(ii) S ∈ M±

0 (Θ), якщо E(Θ, τ, t) − Θ ∈ ±Kt i включення (7.4)
виконується при X ∈ K±

τ (Θ);
(iii) належнiсть S ∈ M±

2 (Θ) еквiвалентна включенню (7.4)
при X ∈ K±

τ (Θ).

Твердження необхiдностi (i) та (iii) в лемi 7.1 доводяться на
базi означень вiдповiдних класiв систем S та похiдних Гато:

lim
ε→0

1

ε

[
E(X + εH, τ, t)−E(X, τ, t)

]
=E′

±(X, τ, t)H, X ∈ D, H ∈ K±
τ .

Достатнiсть тверджень (i)—(iii) випливає зi спiввiдношення типу
Лагранжа [35]:

φ
(
E(X +H, τ, t)−E(X, τ, t)

)
= φ

(
E′

±(Z, τ, t)H
)
,

де φ ∈ X ∗, Z = X + µH ∈ Co{X,X +H}, 0 < µ < 1, X i X +H —
довiльнi точки деякої опуклої множини. З цiєю метою використо-
вуємо лише функцiонали φ ∈ ±K∗

t i властивiсть Kτ -опуклостi D.
Крiм того, Z = (1− µ)X + µ(X +H) ∈ D при X ∈ D i H ∈ ±Kτ .

Диференцiальнi системи. Розглянемо нелiнiйну диферен-
цiальну систему:

Ẋ = F(X, t), t ≥ τ ≥ 0, (7.5)
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де F — неперервна оператор-функцiя, що задовольняє умови
iснування та єдиностi неперервно диференцiйованого розв’язку
X(t) = E(Xτ , τ, t) для будь-яких τ ≥ 0 i Xτ ∈ D. Нехай Kt —
конус у фазовому просторi X . Наприклад, перетворення Ляпуно-
ва Kt = L(t)K сталого конуса K, заданого у просторi системи

Ż = G(Z, t), G(Z, t) = L−1(t)F
(
L(t)Z, t

)
− L−1(t)L̇(t)Z,

також є конусом. У цьому випадку зв’язок мiж розв’язками
X(t) = L(t)Z(t) можна використати в ходi вивчення їхнiх влас-
тивостей щодо видiлених конусiв.

За допомогою конуса K∗
t при t ≥ 0 визначимо такi умови:

X
Kt

≥ Θ, φ ∈ K∗
t , φ(X −Θ) = 0 =⇒ φ

(
F(X, t)

)
≥ 0, (7.6)

X
Kt

≤ Y, φ ∈ K∗
t , φ(X−Y ) = 0 =⇒ φ

(
F(X, t)−F(Y, t)

)
≤ 0. (7.7)

Нехай F±
0 (Θ) — класи оператор-функцiй F, що задовольняють

умову (7.6) щодо ±Kt. Клас оператор-функцiй F, що має влас-
тивiсть (7.7), позначимо як F . Визначимо також класи оператор-
функцiй F+

1 (Θ), F+
2 (Θ), F−

1 (Θ) i F−
2 (Θ), що мають властивiсть

(7.7) вiдповiдно при Y ∈ K+
t (Θ), X ∈ K+

t (Θ), X ∈ K−
t (Θ) i

Y ∈ K−
t (Θ) . Позначимо перетини Fk(Θ) = F+

k (Θ) ∩ F−
k (Θ),

k = 0, 1, 2. Очевидно, що

F ⊆ F±
1 (Θ) ⊆ F±

2 (Θ), F ⊆ F1(Θ) ⊆ F2(Θ).

Лема 7.2 Нехай Kt — тiлесний конус, що має властивiсть
вкладення

0 ≤ τ < t =⇒ Kτ ⊆ Kt. (7.8)

Тодi: (i) система (7.5) монотонна щодо Kt, якщо F ∈ F ;
(ii) система (7.5) належить класу M±

0 (Θ), якщо F ∈ F±
0 (Θ);

(iii) система (7.5) належить класу M±
0 (Θ) ∩ M±

k (Θ), якщо
F ∈ F±

k (Θ), k = 1, 2; (iv) система (7.5) належить класу M±
k (Θ),

якщо F(Θ, t) ∈ ±Kt i F ∈ F±
k (Θ), k = 1, 2.

Зазначимо, що у разi сталого конуса Kt = K можна сформу-
лювати зворотнi твердження леми 7.2 [51].
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Для того щоб F ∈ F+
0 (Θ) i F ∈ F−

0 (Θ), достатньо виконання
вiдповiдних умов

F(X, t)
Kt

≥ α+(X, t) (X −Θ), X −Θ ∈ ∂Kt, t ≥ 0;

F(X, t)
Kt

≤ α−(X, t) (X −Θ), Θ−X ∈ ∂Kt, t ≥ 0.

Тут α±(X, t) — скалярнi функцiї. Аналогiчно, якщо

F(X, t)− F(Y, t)
Kt

≤ β(X,Y, t) (X − Y ), Y −X ∈ ∂Kt, t ≥ 0,

де β(X,Y, t) — скалярна функцiя, то F ∈ F . Якщо остання умова
виконується при Y ∈ K+

t (Θ),X ∈ K+
t (Θ),X ∈ K−

t (Θ) i Y ∈ K−
t (Θ),

то вiдповiдно F ∈ F+
1 (Θ), F ∈ F+

2 (Θ), F ∈ F−
1 (Θ) i F ∈ F−

2 (Θ).
Класи оператор-функцiй F , F±

0 (Θ) i F±
2 (Θ) можна описати у

термiнах операторних нерiвностей

F′
±(X, t) ⊵ β±(X, t)I, X ∈ D, t ≥ 0, (7.9)

де β±(X, t) — скалярнi функцiї. Цi нерiвностi означають, що опе-
ратори F′

±(X, t) є позадiагонально додатними щодо Kt при X ∈ D
i t ≥ 0.

Лема 7.3 Нехай оператор-функцiя F(X, t) диференцiйована
за Гато щодо ±Kt у Kt-опуклiй областi D при t ≥ 0. Тодi:
(i) F ∈ F , якщо виконується одна iз нерiвностей (7.9);
(ii) F ∈ F±

0 (Θ), якщо F(Θ, t) ∈ ±Kt i виконується вiдповiдна
нерiвнiсть (7.9) при X ∈ K±

t (Θ);
(iii) F ∈ F±

2 (Θ), якщо виконується вiдповiдна нерiвнiсть (7.9)
при X ∈ K±

t (Θ).

Твердження (i)—(iii) леми 7.3 встановлюються за допомогою
спiввiдношення типу Лагранжа для оператор-функцiї F(X, t):

φ
(
F(X +H, t)− F(X, t)

)
= φ

(
F′
±(Z, t)H

)
, H ∈ ±Kt, φ ∈ ±K∗

t ,

де Z = X + µH ∈ Co{X,X +H}, 0 < µ < 1. Якщо похiдна Гато
F′
±(Z, t) як оператор-функцiя неперервна, то

F(X +H, t)− F(X, t) =

∫ 1

0
F′
±(X + µH, t)H dµ, H ∈ ±Kt.
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Таким чином, введенi класи диференцiальних систем (7.5) за
умов лем 7.2 i 7.3 можна описати в термiнах позадiагонально до-
датних операторiв.

Введемо класи оператор-функцiй з метою застосування в тео-
рiї порiвняння систем (пiдрозд. 7.5) i, зокрема, у задачах ро-
бастної стiйкостi станiв позитивних систем (пiдрозд. 7.6). За-
пишемо F ∈ F , якщо можна встановити таку вiдповiднiсть
мiж розв’язками системи (7.5) та диференцiальної нерiвностi

Ż
Kt

≤ F(Z, t), що Z(τ)
Kτ

≤ X(τ) =⇒ Z(t)
Kt

≤ X(t), t > τ ≥ 0.
Якщо при цьому X(τ) ∈ K+

τ (Θ) (Z(τ) ∈ K+
τ (Θ) ), то F ∈ F1(Θ)

(F ∈ F2(Θ)). Аналогiчно визначаються класи оператор-функцiй
F , F1(Θ) i F2(Θ), використовуючи −Kt замiсть Kt. Очевидно, що
F ⊆ F1(Θ) ⊆ F2(Θ) i F ⊆ F1(Θ) ⊆ F2(Θ).

Якщо F ∈ F∪F , то система (7.5) є монотонною щодо Kt. Якщо
F ∈ F i F (Θ, t) ∈ Kt (F ∈ F i F(Θ, t) ∈ −Kt), то система (7.5)
належить класу M+

0 (Θ) (M−
0 (Θ)).

Лема 7.4 Якщо виконуються умови леми 7.2, то:
(i) F ⊆ F ∩ F ;
(ii) F+

1 (Θ) ∩ F+
0 (Θ) ⊆ F1(Θ), F−

1 (Θ) ∩ F−
0 (Θ) ⊆ F1(Θ);

(iii) F+
2 (Θ) ∩ F+

0 (Θ) ⊆ F2(Θ), F−
2 (Θ) ∩ F−

0 (Θ) ⊆ F2(Θ).

Рiзницевi системи. Розглянемо рiзницеву систему:

Xt+1 = G(Xt, t), τ ∈ Υ, t ∈ Υτ , (7.10)

де G — неперервна оператор-функцiя, що задовольняє
умови iснування та єдиностi розв’язку Xt = E(Xτ , τ, t),
t ∈ Υτ = {τ, τ + 1, . . . }, для будь-якого τ ∈ Υ = {0, 1, . . . },
Xτ ∈ D. Визначимо такi умови:

X
Kt

≥ Θ =⇒ G(X, t)
Kt+1

≥ Θ, t ∈ Υ, (7.11)

X
Kt

≤ Y =⇒ G(X, t)
Kt+1

≤ G(Y, t), t ∈ Υ. (7.12)

Якщо конус Kt має властивiсть вкладення (7.8), то додатна та
монотонна щодо Kt оператор-функцiя G задовольняє вiдповiдно
умови (7.11) при Θ = 0 i (7.12).
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Нехай G±
0 (Θ) — клас оператор-функцiй G, що задовольняють

умову (7.11) щодо ±Kt. Нехай G — клас оператор-функцiй G,
якi задовольняють умову (7.12). Аналогiчно визначаємо класи
оператор-функцiй G+

1 (Θ), G+
2 (Θ), G−

1 (Θ) i G−
2 (Θ), що мають вла-

стивiсть (7.12) вiдповiдно при Y ∈ K+
t (Θ),X ∈ K+

t (Θ),X ∈ K−
t (Θ)

i Y ∈ K−
t (Θ) . Позначимо перетини Gk(Θ) = G+

k (Θ) ∩ G−
k (Θ),

k = 0, 2. Очевидно, що G ⊆ G±
1 (Θ) ⊆ G±

2 (Θ) i G ⊆ G1(Θ) ⊆ G2(Θ).

Лема 7.5 Виконуються такi твердження: (i) K±
t (Θ) є iн-

варiантною множиною системи (7.10) тодi i лише тодi, коли
G ∈ G±

0 (Θ); (ii) система (7.10) монотонна щодо Kt тодi i лише
тодi, коли G ∈ G; (iii) якщо система (7.10) належить M±

k (Θ),
то G ∈ G±

k (Θ) (k = 1, 2), зворотне твердження виконується,
якщо G ∈ G±

0 (Θ) або G(Θ, t)−Θ ∈ ±Kt+1, t ∈ Υ.

Якщо система (7.10) має стан рiвноваги Xt ≡ Θ або iнварiант-
нi множини K±

t (Θ), то згiдно з твердженням (iii) вона належить
класу Mk(Θ) тодi i лише тодi, коли G ∈ G+

k (Θ) ∩ G−
k (Θ), k = 1, 2.

Можна описати класи оператор-функцiй G, G±
0 (Θ) i G±

2 (Θ) за
допомогою таких включень:

G′
±(X, t)Kt ⊆ Kt+1, X ∈ D, t ∈ Υ, (7.13)

де G′
±(X, t) — похiднi Гато G(X, t) щодо ±Kt.

Лема 7.6 Нехай оператор-функцiя G(X, t) диференцiйована
за Гато щодо ±Kt в Kt-опуклiй областi D при t ∈ Υ, тодi:
(i) G ∈ G, якщо виконується одне iз включень (7.13);
(ii) G ∈ G±

0 (Θ), якщо G(Θ, t) ∈ ±Kt+1 i вiдповiдне включення
(7.13) виконується при X ∈ K±

t (Θ);
(iii) G ∈ G±

2 (Θ), якщо вiдповiдне включення (7.13) виконується
при X ∈ K±

t (Θ).

7.3 Позитивнiсть та стiйкiсть динамiчних
систем

Розглянемо неперервну або дискретну динамiчну систему S зi ста-
нами (7.2) вiдповiдно при Υ = [0,∞) або Υ = {0, 1, . . . }.
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Означення 7.1 Стан Xt ≡ Θ динамiчної системи S назива-
ють стiйким в K+

t (Θ), якщо для будь-яких ε > 0 i τ ∈ Υ iс-
нує таке δ > 0, що Xt ∈ Sε(t) при t ∈ Υτ i Xτ ∈ Sδ(τ), де
Sε(t) = {X ∈ K+

t (Θ) : ∥X − Θ∥ ≤ ε}. Якщо при цьому для де-
якого δ > 0 iз Xτ ∈ Sδ(τ) випливає ∥Xt − Θ∥ → 0 при t → ∞, то
стан Xt ≡ Θ асимптотично стiйкий в K+

t (Θ).

Це означення при Θ = 0 дає поняття стiйкостi та асимпто-
тичної стiйкостi в конусi Kt нульового стану системи.

Лема 7.7 Нехай Kt — нормальний вiдтворювальний конус з
обмеженою сталою нормальностi νt ≤ ν <∞. Тодi стан X ≡ Θ
системи (7.2) класу M1(Θ) стiйкий (асимптотично стiйкий)
за Ляпуновим в тому i лише в тому випадку, коли вiн стiйкий
(асимптотично стiйкий) в K+

t (Θ) i K−
t (Θ).

Доведення. Для системи класу M1(Θ) обидвi множини
K+
t (Θ) i K−

t (Θ) є iнварiантними. Тому зi стiйкостi (асимптотичної
стiйкостi) за Ляпуновим стану X ≡ Θ випливає стiйкiсть (асимп-
тотична стiйкiсть) в K+

t (Θ) i K−
t (Θ).

Нехай стан X ≡ Θ системи S стiйкий в K+
t (Θ) i K−

t (Θ). Розг-
лянемо її довiльний стан Xt з початковим значенням Xτ . Оскiль-
ки конус Kτ вiдтворювальний i несплющений, то для деяких
X±
τ ∈ K±

τ (Θ) виконуються спiввiдношення

X−
τ

Kτ

≤ Xτ

Kτ

≤ X+
τ , ∥X±

τ −Θ∥ ≤ γτ∥Xτ −Θ∥,

де γτ > 0 — стала несплющеностi конуса Kτ . З означення класiв

M±
1 (Θ) маємо нерiвностi X−

t

Kt

≤ Xt

Kt

≤ X+
t , t ∈ Υτ , де X±

t ∈ K±
t (Θ)

— стани системи з вiдповiдними початковими значеннями X±
τ .

Враховуючи стiйкiсть стануXt ≡ Θ системи в K±
t (Θ), для будь-

якого ε > 0 виберемо δ± > 0 так, щоб iз нерiвностi ∥X±
τ −Θ∥ ≤ δ±

випливало ∥X±
t −Θ∥ ≤ ε(2ν + 1)−1 при t ∈ Υτ . Тодi, враховуючи

нормальнiсть конуса Kt, одержуємо

∥Xt −Θ∥ ≤ (νt + 1)∥X−
t −Θ∥+ νt∥X+

t −Θ∥ ≤ ε,

якщо ∥Xτ∥ ≤ δ = γ−1
τ min{δ+, δ−}. Тут νt > 0 — стала нормально-

стi конуса Kt, причому νt ≤ ν <∞. При цьому ∥Xt−Θ∥ → 0, якщо
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∥X±
t −Θ∥ → 0, t→ ∞, тобто стан Xt ≡ Θ системи S асимптотично

стiйкий за Ляпуновим. 2

Зауваження 7.1 Для класу лiнiйних систем S з iнварiантним
конусом Kt, що задовольняє умови леми 7.7, властивостi стiйкостi
(асимптотичної стiйкостi) стану X ≡ 0 в Kt та стiйкостi (асимп-
тотичної стiйкостi) даного стану за Ляпуновим еквiвалентнi.

Диференцiальнi системи. Розглянемо лiнiйну автономну
систему:

Ẋ = MX, t ≥ 0, (7.14)

де M : X → X — лiнiйний обмежений оператор. Властивiсть по-
зитивностi системи (7.14) щодо конуса K ⊂ X рiвносильна вклю-
ченню etMK ⊆ K для будь-якого t ≥ 0.

Необхiднi та достатнi умови iснування тiлесного iнварiантного
конуса K системи (7.14) у скiнченновимiрному випадку описують-
ся в термiнах спектра σ(M) у виглядi [108,148]

α(M) ≜ max
λ∈σ(M)

Reλ ∈ σ(M),

λ ∈ σ(M), Reλ = α(M) =⇒ d(λ) ≤ d(α(M)),

де d(·) — кратнiсть власного значення матрицi як кореня її мiнi-
мального полiнома.

Теорема 7.1 [50, 51]. Позитивна вiдносно нормального вiд-
творювального конуса K ⊂ X система (7.14) експоненцiально
стiйка тодi i лише тодi, коли оператор −M додатно оборотний,
тобто K ⊆ −MK. Якщо K ⊆ (γI−M)K для будь-якого γ ≥ 0, то
система (7.14) є експоненцiально стiйкою та позитивною щодо
конуса K.

З наступного твердження одержуємо достатнi умови експонен-
цiальної стiйкостi системи (7.14) у термiнах двох додатно оборот-
них операторiв.



244 Роздiл 7. Позитивнi та монотоннi динамiчнi системи

Теорема 7.2 Якщо для деякого γ0 ∈ R

K ⊆ −MK ∩ (γ0I−M)K, γ0 >
ρ2(M)− r2(M)

2r(M)
, (7.15)

де ρ(M) = sup
λ∈σ(M)

|λ|, r(M) = inf
λ∈σ(M)

|λ|, то система (7.14) експо-

ненцiально стiйка.

Доведення. Iз (7.15) випливає, що оператори −M−1 i
(γ0I − M)−1 мають iнварiантний конус K. Їхнi спектри склада-
ються з вiдповiдних чисел −1/λ i 1/(γ0−λ) при λ ∈ σ(M). За тео-
ремою про спектральний радiус додатного оператора маємо нерiв-
ностi |λ| ≥ −α i |γ0−λ| ≥ γ0−β, λ ∈ σ(M), де α, β ∈ σ(M) — деякi
дiйснi точки спектра. Якщо 0 ≤ γ ≤ γ0, то −M ⊴ γI−M ⊴ γ0I−M
i кожен оператор γI − M має бути додатно оборотним (теорема
про двосторонню оцiнку додатно оборотного оператора [36]).

Рис. 7.1. Λ — область розмiщення спектра σ(M)

Отже, в цьому випадку α = β = −r(M) i область розмiщення
спектра σ(M) описується у виглядi

(γ0 − x)2 + y2 ≥ (γ0 + r(M))2, r2(M) ≤ x2 + y2 ≤ ρ2(M),

де x = Reλ, y = Imλ. Якщо γ0 задовольняє нерiвнiсть у (7.15),
то ця область Λ розмiщена лiворуч вiд уявної осi (рис. 7.1), що
еквiвалентно експоненцiальнiй стiйкостi системи (7.14). 2
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Приклад 7.1 Розглянемо лiнiйну систему:

ẋ = Ax, x ∈ Rn. (7.16)

Критерiєм позитивностi даної системи щодо конуса невiд’ємних
векторiв Rn+ є позадiагональна невiд’ємнiсть матрицi A:

aij ≥ 0, i ̸= j, i, j = 1, n. (7.17)

За умов (7.17) еквiвалентними є такi твердження [111]:
1) система (7.16) експоненцiально стiйка; 2) всi елементи матрицi
A−1 недодатнi; 3) всi послiдовнi головнi мiнори матрицi −A до-
датнi (умова Севастьянова—Котелянського [21]); 4) iснує вектор
x ∈ Rn+, для якого −Ax ∈ Rn+; 5) iснує дiагональна матрицяX > 0,
для якої AX +XA⊤ < 0.

За теоремою 7.2 достатнiми умовами експоненцiальної стiйко-
стi системи (7.16) є недодатнiсть усiх елементiв матриць A−1 i
(γ0In − A)−1 за досить великого γ0 > 0. Нижню оцiнку для γ0
подано в (7.15).

Наведемо умови експоненцiальної стiйкостi системи (7.16) з
використанням елiпсоїдального конуса K(Q), де Q ∈ Rn×n —
невироджена симетрична матриця, що має лише одне додатне
власне значення (див. пiдрозд. 8.8). Критерiєм позитивностi си-
стеми (7.16) щодо конуса K(Q) є матрична нерiвнiсть

A⊤Q+QA+ αQ ≥ 0 (7.18)

для деякого α ∈ R. Матриця −A−1 зберiгає конус K(Q) тодi i лише
тодi, коли для деякого β > 0

A⊤QA ≤ βQ, h⊤A−1h ≤ 0, h⊤(A⊤QA)−1h ≥ 0, (7.19)

де h — власний вектор матрицi Q, що вiдповiдає її додатному
власному значенню [7]. Тому за теоремою 7.1 система (7.16) є екс-
поненцiально стiйкою та позитивною щодо конуса K(Q), якщо су-
мiсною є система нерiвностей (7.18) i (7.19).

Розглянемо нелiнiйну автономну систему:

Ẋ = F(X), F(Θ) = 0, t ≥ 0, (7.20)

де X ≡ Θ ∈ X — iзольований стан рiвноваги.
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Теорема 7.3 Нехай K ⊂ X — нормальний вiдтворювальний
конус. Стан X ≡ Θ системи (7.20) асимптотично стiйкий за
Ляпуновим, якщо виконується одна iз умов:

(a) F ∈ F+
0 (Θ)∪F−

0 (Θ), iснує похiдна Фреше F′(Θ) i оператор
−F′(Θ) додатно оборотний:

K ⊆ −F′(Θ)K; (7.21)

(b) F ∈ F1(Θ), iснують похiднi Фреше F′
±(Θ) щодо ±K i опе-

ратори −F′
±(Θ) додатно оборотнi:

K ⊆ −F′
+(Θ)K ∩ F′

−(Θ)K. (7.22)

Доведення. (a) Систему (7.20) при X = Θ+H можна подати
у виглядi

Ḣ = F′(Θ)H +R(Θ, H), R(Θ, H) = o(∥H∥), H ∈ X .

Для того, щоб скористатися теоремою Ляпунова про стiйкiсть за
першим наближенням, встановимо асимптотичну стiйкiсть лiнiй-
ної системи

Ḣ = F′(Θ)H. (7.23)

Система (7.23) є позитивною щодо K i −K. Дiйсно, враховуючи
спiввiдношення

F(Θ + εH) = εF′(Θ)H +R(Θ, εH),
R(Θ, εH)

ε∥H∥
→
ε→0

0,

i припущення F ∈ F+
0 (Θ) ∪ F−

0 (Θ), маємо

H ∈ ±K, φ ∈ ±K∗, φ(H) = 0 =⇒
φ
(
F′(Θ)H

)
∥H∥

+
φ
(
R(Θ, εH)

)
ε∥H∥

≥ 0.

Звiдси випливає, що φ
(
F′(Θ)H

)
≥ 0, тобто виконуються умови

позитивностi системи (7.23) (див. твердження (ii) леми 7.2 у ви-
падку Θ = 0). За теоремою 7.1 лiнiйна система (7.23) за умови
(7.21) експоненцiально стiйка. При цьому стан X ≡ Θ вихiдної
системи (7.20) асимптотично стiйкий за Ляпуновим.
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(b) Якщо F ∈ F1(Θ), то згiдно з твердженням (iv) леми 7.2
система (7.20) належить класу M1(Θ) i має iнварiантнi множи-
ни K±(Θ). За лемою 7.7 асимптотична стiйкiсть у K±(Θ) стану
X ≡ Θ системи (7.20) забезпечує його асимптотичну стiйкiсть за
Ляпуновим.

Систему (7.20) приX = Θ+H ∈ K±(Θ) можна подати у виглядi

Ḣ = F′
±(Θ)H +R±(Θ, H), R±(Θ, H) = o(∥H∥), H ∈ ±K.

Тому iз асимптотичної стiйкостi в конусах K i −K стану H ≡ 0
цих систем випливає асимптотична стiйкiсть за Ляпуновим ста-
ну X ≡ Θ вихiдної системи (7.20). Оскiльки лiнiйнi системи
Ḣ = F′

±(Θ)H позитивнi щодо K i −K i експоненцiально стiйкi
за умови (7.22) (див. доведення у випадку (a)), то стан X ≡ Θ
системи (7.20) є асимптотично стiйким за Ляпуновим. 2

Зазначимо, що властивiсть тiлесностi конуса K дає змогу в тео-
ремi 7.3 замiсть умови (7.21) використовувати систему конусних
нерiвностей

H
K
≥ 0, F′(Θ)H

K
< 0.

Сумiснiсть цiєї системи щодо H рiвносильна додатнiй оборотностi
оператора −F′(Θ). Аналогiчно, умова (7.22) еквiвалентна сумiсно-
стi системи спiввiдношень

H−
K
≤ 0

K
≤ H+, F′

+(Θ)H+
K
< 0

K
< F′

−(Θ)H−.

Гiпотеза 7.1 Нехай система (7.20) належить класу M1(Θ)
щодо нормального тiлесного конуса K i виконуються конуснi
нерiвностi

X−
K
≤ Θ

K
≤ X+, F(X+)

K
< 0

K
< F(X−).

Тодi стан X ≡ Θ цiєї системи асимптотично стiйкий за Ляпу-
новим.

Приклад 7.2 Розглянемо нелiнiйну систему:

ẋ = Ax+ b⊙ sin |x|, x ∈ Rn, (7.24)
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де A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, ⊙ i | · | — поелементнi операцiї вiдповiдно
добутку та модуля. Нехай A — позадiагонально невiд’ємна мат-
риця (умови (7.17)). Тодi (7.24) є системою класу M щодо конуса
невiд’ємних векторiв K = Rn+.

Обчислимо похiднi Фреше за конусами ±K вектор-функцiї
f(x) = Ax+ b⊙ sin |x| у точцi θ = 0:

f ′+(0) = A+ diag{b}, f ′−(0) = A− diag{b}.

Тут diag{b} означає дiагональну матрицю, утворену з елементiв
вектора b. За теоремою 7.3 розв’язок x ≡ 0 системи (7.24) асимпто-
тично стiйкий, якщо всi елементи матриць −

(
f ′±(0)

)−1 невiд’ємнi.
Ця умова у разi n = 2 має вигляд

a11+ |b1| < 0, a22+ |b2| < 0, |b1a22+ b2a11| < a11a22− a12a21+ b1b2.

У загальному випадку для додатної оборотностi матриць
−
(
f ′±(0)

)−1 достатньо, щоб виконувалися нерiвностi

aii + |bi|+ ρ(M) < 0, i = 1, n,

де ρ(M) — спектральний радiус невiд’ємної матрицi
M = A − A ⊙ I. Це твердження є наслiдком теореми про
двосторонню оцiнку додатно оборотного оператора та факту, що
(γI −M)−1 ≥ 0 ⇐⇒ γ > ρ(M) [36].

Приклад 7.3 Розглянемо систему:

ẋ = (Ax+ b) ⊙ c(x), x ∈ Rn, t ≥ 0, (7.25)

де c(x) = [c1(x1), . . . , cn(xn)]
⊤ — неперервна вектор-функцiя з

невiд’ємними компонентами, диференцiйована в околi iзольова-
ного стану рiвноваги θ = −A−1b. В околi точки x = θ маємо

f ′(x) = diag{c(x)}A+ diag{Ax+ b} c′(x), f ′(θ) = diag{c(θ)}A,

де f(x) = (Ax + b) ⊙ c(x). Можна показати, що система (7.25)
за умов (7.17) є монотонною щодо конуса K = Rn+. При цьому за
теоремою 7.3 стан x ≡ θ цiєї системи асимптотично стiйкий, якщо

c(θ)
K
> 0 i всi елементи матрицi A−1 недодатнi.
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Розглянемо нелiнiйну диференцiальну систему:

Ẋ = A(X)X, X ∈ X , t ≥ 0, (7.26)

де A — неперервна оператор-функцiя, значення A(X) якої є лiнiй-
ними обмеженими операторами в X . Похiднi Гато та похiднi Гато
за конусами ±K оператор-функцiї F(X) = A(X)X мають вигляд

F′(X) = A(X) +B(X), B(X)H =
[
A′(X)H

]
X,

F′
±(X) = A(X) +B±(X), B±(X)H =

[
A′

±(X)H
]
X.

Тут A′(X) и A′
±(X) — похiднi Гато A(X), а значення

B(X) i B±(X) є лiнiйними операторами в X . Оскiльки
F′(0) = F′

±(0) = A(0), то, враховуючи лему 7.3, маємо наслiдок
теореми 7.3.

Наслiдок 7.1 Нехай виконується одна iз умов типу позадiа-
гональної додатностi:

A(X) ⊵ α±(X)I, X ∈ ±∂K,

A(X) +B(X) ⊵ β(X)I, X ∈ ±K,

A(X) +B±(X) ⊵ β±(X)I, X ∈ ±K,

де K — тiлесний конус, α±(X), β(X) i β±(X) — скалярнi функцiї.
Тодi стан X ≡ 0 системи (7.26) асимптотично стiйкий, якщо
сумiсна система конусних нерiвностей

A(0)H
K
< 0, H

K
≥ 0. (7.27)

За умов наслiдку 7.1 система (7.26) є позитивною щодо ±K.

Приклад 7.4 Розглянемо диференцiальну систему:

ẋ = A(x)x, x ∈ Rn, t ≥ 0, (7.28)

де A(x) = diag{d−Cx}, d ∈ Rn, C ∈ Rn×n — невироджена матри-
ця. Ця система є моделлю типу Колмогорова динамiки зростан-
ня та взаємодiї n популяцiй. У неї два стани рiвноваги: θ0 = 0 i
θ1 = C−1d.
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Система (7.28) позитивна щодо конуса K = Rn+, i в наслiдку
7.1 умови асимптотичної стiйкостi (7.27) стану x ≡ θ0 зводяться

до нерiвностi d
K
< 0. Похiдна Фреше вектор-функцiї f(x) = A(x)x

має вигляд f ′(x) = A(x) + B(x), де B(x) = −diag{x}C. При цьо-
му f ′(θ1) = −C1, де C1 = diag{θ1}C. Матриця f ′(x) є позадiа-
гонально невiд’ємною при x − θ1 ∈ K, якщо θ1 ∈ K i матриця
C позадiагонально недодатна. При цьому f ∈ F+

0 (θ1) i система
(7.28) належить класу M+

0 (θ1) (див. твердження (ii) лем 7.2 i 7.3).
Якщо, крiм того, матриця C1 додатно оборотна, то за теоремою
7.3 стан x ≡ θ1 цiєї системи асимптотично стiйкий. У наведених
умовах асимптотичної стiйкостi стану x ≡ θ1 системи (7.28) C1 є
M -матрицею, тобто C−1

1 ⊵ 0 i C1 — позадiагонально недодатна.

Рiзницевi системи. Розглянемо рiзницеву систему:

Xt+1 = MXt, t ∈ Υ, (7.29)

де M : X → X — лiнiйний обмежений оператор. Властивiсть по-
зитивностi системи (7.29) щодо конуса K ⊂ X рiвносильна додат-
ностi оператора M (MK ⊆ K). Iснування iнварiантного тiлесного
конуса K системи (7.29) у скiнченновимiрному просторi X рiвно-
сильне умовам [108,148]

ρ(M) ≜ max
λ∈σ(M)

|λ| ∈ σ(M),

λ ∈ σ(M), |λ| = ρ(M) =⇒ d(λ) ≤ d(ρ(M)).

Тут d(·) — кратнiсть власного значення матрицi як кореня її мiнi-
мального полiнома. Зокрема, за додаткових обмежень на точки
спектра λ ∈ σ(M), для яких |λ| = ρ(M), дана система має iн-
варiантний елiпсоїдальний конус K [145]. Умови стiйкостi лiнiйних
позитивних систем (7.29) описуються в термiнах додатно оборот-
них операторiв i додатних розв’язкiв алгебричних рiвнянь (див.,
наприклад, [35]).

Теорема 7.4 Нехай система (7.29) позитивна щодо нормаль-
ного вiдтворювального конуса K. Тодi еквiвалентними є такi
твердження: 1) система (7.29) асимптотично стiйка;
2) ρ(M) < 1; 3) K ⊆ (I−M)K.



7.3. Позитивнiсть та стiйкiсть динамiчних систем 251

Приклад 7.5 Розглянемо лiнiйну систему:

xt+1 = Axt, xt ∈ Rn, t ∈ Υ. (7.30)

Позитивнiсть цiєї системи щодо конуса невiд’ємних векторiв Rn+
еквiвалентна невiд’ємностi усiх елементiв матрицi A. Критерiєм
асимптотичної стiйкостi системи (7.14), позитивної щодо Rn+, є
невiд’ємнiсть всiх елементiв оберненої матрицi (In −A)−1.

Система (7.30) має iнварiантний елiпсоїдальний конус K(Q) то-
дi i лише тодi, коли для деякого α ≥ 0 виконується система мат-
ричних нерiвностей [7]:

A⊤QA ≥ αQ, h⊤Ah ≥ 0, h⊤AQ−1A⊤h ≥ 0. (7.31)

Якщо разом з (7.31) виконуються матричнi нерiвностi

B⊤QB ≤ βQ, h⊤B−1h ≥ 0, h⊤(B⊤QB)−1h ≥ 0, (7.32)

де B = In −A i β > 0, то система (7.30) асимптотично стiйка.
Можна отримати низку iнших критерiїв асимптотичної стiйко-

стi системи (7.30), використовуючи умови iнварiантностi конусiв
типу Kµ(α, p), отриманi в [5] (див. пiдрозд. 8.8).

Сформулюємо умови асимптотичної стiйкостi iзольованого ста-
ну рiвноваги Xt ≡ Θ нелiнiйної рiзницевої системи

Xt+1 = G(Xt), G(Θ) = Θ, t ∈ Υ, (7.33)

у фазовому просторi якої видiлено конус K ⊂ X .

Теорема 7.5 Нехай K — нормальний вiдтворювальний конус.
Стан X ≡ Θ системи (7.33) асимптотично стiйкий за Ляпуно-
вим, якщо виконується одна iз умов:

(a) G ∈ G+
0 (Θ)∪G−

0 (Θ), iснує похiдна Фреше G′(Θ) i оператор
I−G′(Θ) додатно оборотний:

K ⊆
[
I−G′(Θ)

]
K. (7.34)

(b) G ∈ G1(Θ), iснують похiднi Фреше G′
±(Θ) щодо ±K i опе-

ратори I−G′
±(Θ) додатно оборотнi:

K ⊆
[
I−G′

+(Θ)
]
K ∩

[
I−G′

−(Θ)
]
K. (7.35)
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Зазначимо, що для тiлесного конуса K умови (7.34) i (7.35)
еквiвалентнi сумiсностi вiдповiдних систем конусних нерiвностей

H
K
≥ 0, G′(Θ)H

K
< H,

H−
K
≤ 0

K
≤ H+, H− −G′

−(Θ)H−
K
< 0

K
< H+ −G′

+(Θ)H+.

Гiпотеза 7.2 Нехай система (7.33) належить класу M1(Θ)
щодо нормального тiлесного конуса K i сумiсна система конусних
нерiвностей

X−
K
≤ Θ

K
≤ X+, X− −G(X−)

K
< 0

K
< X+ −G(X+).

Тодi стан Xt ≡ Θ системи (7.33) асимптотично стiйкий за Ля-
пуновим.

Розглянемо нелiнiйну рiзницеву систему:

Xt+1 = A(Xt)Xt, t ∈ Υ, (7.36)

де A — неперервна оператор-функцiя, значення A(X) якої є лiнiй-
ними обмеженими операторами в X . Враховуючи лему 7.6, маємо
наслiдок теореми 7.5.

Наслiдок 7.2 Нехай виконується одна iз операторних нерiв-
ностей

A(X) ⊵ 0, A(X) +B(X) ⊵ 0, A(X) +B±(X) ⊵ 0,

де B(X)H =
[
A′(X)H

]
X, B±(X)H =

[
A′

±(X)H
]
X, X ∈ ±K, K−

нормальний тiлесний конус. Тодi стан X ≡ 0 системи (7.36)
асимптотично стiйкий за Ляпуновим, якщо сумiсна система
конусних нерiвностей

H
K
≥ 0, A(0)H

K
< H. (7.37)
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Приклад 7.6 Розглянемо нелiнiйну рiзницеву систему:

xt+1 = Axt + b(xt), xt ∈ Rn, t ∈ Υ, (7.38)

де A ∈ Rn×n, b — неперервна векторна функцiя з компонентами
bk(c

⊤
k x), k = 1, . . . , n. Нехай елементи матриць A i C⊤ = [c1, . . . , cn]

невiд’ємнi, а функцiї bk — неспаднi i мають лiвi та правi похiднi
b′k±(z) у точцi z = 0. Тодi (7.38) є системою класу M щодо конуса
невiд’ємних векторiв K = Rn+.

Обчислимо похiднi Фреше за конусами ±K векторної функцiї
f(x) = Ax+ b(x) у точцi θ = 0:

f ′±(0) = A+B±C, B± = diag{b′1±(0), . . . , b′n±(0).

За теоремою 7.5 розв’язок xt ≡ 0 системи (7.38) асимптотич-
но стiйкий, якщо всi елементи матриць (I − f ′±(0))

−1 невiд’ємнi.
Зокрема, поклавши

n = 2, C = I2, b(z) = v(z) d, v(z) =


z az, z ≥ 0,

z3

1 + z2
z < 0,

де d ∈ K, a ≥ 1, маємо B+ = ln adiag{d}, B− = 0. У цьому
випадку умови асимптотичної стiйкостi розв’язку xt ≡ 0 системи
(7.38) мають вигляд

(I2 −A−B+)
−1 ⊵ 0, (I2 −A)−1 ⊵ 0,

де друга нерiвнiсть є наслiдком першої, яка зводиться до системи
скалярних нерiвностей:

a11 + d1 ln a ≥ 1, a22 + d2 ln a ≥ 1,

a11+a22−a11a22+a12a21+(d1+d2−a11d2−a22d1)ln a−d1d2ln2a ≥ 1.

Ця система нерiвностей виконується, наприклад, за таких значень
параметрiв:

A =

[
0, 1 0, 2
0, 2 0, 1

]
, d =

[
0, 5
0, 5

]
, a = 3.
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Системи iз запiзненням. Розглянемо клас нелiнiйних ди-
ференцiальних систем iз запiзненням:

Ẋ(t) + L(t)X(t) = G
(
X(t− s), t

)
, t ≥ τ ≥ 0, (7.39)

де s > 0 — стале запiзнення, L(t) : X → X — лiнiйний обме-
жений оператор у банаховому просторi E , G(X, t) — неперервна
оператор-функцiя, що задовольняє тотожнiсть G(0, t) ≡ 0 та умо-
ви iснування єдиного розв’язку X(t) ∈ X за початкових умов

X(ξ) = Ψ(ξ), τ − s ≤ ξ ≤ τ. (7.40)

За умов G(0, t) ≡ 0 i Ψ(ξ) ≡ 0 система (7.39) має тривiальний
розв’язок X ≡ 0.

Стан X ≡ 0 системи (7.39) стiйкий за Ляпуновим, якщо для
будь-яких ε > 0 i τ ≥ 0 iснує таке δ = δ(ε, τ) > 0, що iз ∥X(τ)∥s < δ
випливає ∥X(t)∥ < ε за всiх t > τ , де ∥X(τ)∥s = max

τ−s≤ξ≤τ
∥X(ξ)∥.

Стан X ≡ 0 системи (7.39) називають асимптотично стiйким,
якщо вiн стiйкий за Ляпуновим i для будь-якого τ ≥ 0 iснує
δ = δ(τ) > 0 таке, що для кожного розв’язку X(t) iз ∥X(τ)∥s < δ
випливає lim

t→∞
∥X(t)∥ = 0. Стан X ≡ 0 є абсолютно стiйким, як-

що вiн асимптотично стiйкий за будь-якого s ≥ 0.
Систему (7.39) називають позитивною щодо конуса Kt ⊂ X ,

якщо для будь-якого τ ≥ 0 iз Ψ(ξ)
Kξ

≥ 0 за всiх ξ ∈ [τ − s, τ ]

випливає X(t)
Kt

≥ 0 при t > τ .
Стан X ≡ 0 системи (7.39) називають стiйким у конусi Kt,

якщо для будь-яких ε > 0 i τ ≥ 0 знайдеться таке δ = δ(ε, τ) > 0,
що iз Ψ(ξ) ∈ Sδ(ξ) за всiх ξ ∈ [τ − s, τ ] випливає X(t) ∈ Sε(t) при
t ≥ τ , де Sε(t) = {X ∈ Kt : ∥X∥ ≤ ε}. Якщо при цьому ∥X(t)∥ → 0
для деякого δ > 0, то стан X ≡ 0 системи (7.39) асимптотично
стiйкий у конусi Kt.

Якщо система (7.39) позитивна щодо конуса Kt, то зi стiйкостi
(асимптотичної стiйкостi) за Ляпуновим стану X ≡ 0 випливає
його стiйкiсть (асимптотична стiйкiсть) у Kt.
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Лема 7.8 Система (7.39) позитивна щодо сталого конуса K
тодi i лише тодi, коли для будь-яких τ ≥ 0 i t ≥ τ виконуються
включення

W(t, τ)K ⊆ K, G(K, t) ⊆ K, (7.41)

де W(t, τ) — еволюцiйний оператор лiнiйної системи

Ẋ(t) + L(t)X(t) = 0, t ≥ τ ≥ 0. (7.42)

Доведення. Розв’язок системи (7.39) за умов (7.40) на кожно-
му iнтервалi [tk, tk+1] задовольняє iнтегральнi спiввiдношення

X(t) = W(t, tk)X(tk) +

∫ t

tk

W(t, ξ)G
(
X(ξ − s), ξ

)
dξ, (7.43)

де tk = τ + k s, k = 0, 1, . . . Цi спiввiдношення можна безпосе-
редньо встановити диференцiюванням, використовуючи означен-
ня еволюцiйного оператора як розв’язок задачi Кошi:

d

dt
W(t, ξ) + L(t)W(t, ξ) = 0, W(ξ, ξ) = I, t ≥ ξ, (7.44)

де I —тотожний оператор. Отже, якщо в (7.40) Ψ(ξ) ∈ K, то
X(t) ∈ K при tk ≤ t ≤ tk+1, k = 0, 1, . . .

Покажемо, що включення (7.41) необхiднi для позитивностi си-
стеми (7.39). Якщо

X(ξ) =

{
0, tk−1 ≤ ξ ≤ tk − ε,

Ψ(ξ), tk − ε ≤ ξ ≤ tk,

де ε > 0, Ψ(ξ) ∈ K, то згiдно з (7.43)

X(t) = W(t, tk)X(tk) ∈ K, tk ≤ t ≤ tk+1 − ε.

Враховуючи замкненiсть конуса K при ε → 0, одержуємо перше
включення (7.41) на iнтервалi tk ≤ t ≤ tk+1. Його виконання за
будь-якого t ≥ τ є наслiдком мультиплiкативного подання еволю-
цiйного оператора [26]:

W(t, t0) = W(t, tk)W(tk, tk−1) · · ·W(t1, t0), tk ≤ t ≤ tk+1.
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Якщо X(τ) = 0, то для деякого ξ ∈ (τ, t) маємо

X(t) = (t− τ)W(t, ξ)G(X(ξ − s), ξ), t > s,

X(ξ − s) ∈ K ⇒ W(t, ξ)G(X(ξ − s), ξ) ∈ K.

При цьому, якщо t → τ , то ξ → τ i W(t, ξ) → I. З огляду на
замкненiсть конуса та неперервну залежнiсть W i G вiд своїх ар-
гументiв G(X, τ) ∈ K, якщо X = X(τ − s) ∈ K. Тому друге вклю-
чення (7.41) також необхiдне для позитивностi системи (7.39). 2

Лемма 7.8 є узагальненням вiдомого критерiю позитивностi
класу систем (7.39) щодо конуса невiд’ємних векторiв Rn+ [115].

Розглянемо пiдклас автономних систем iз запiзненням:

Ẋ(t) + LX(t) = G
(
X(t− s)

)
, G(0) = 0, t ≥ τ ≥ 0, (7.45)

Лема 7.9 Нехай виконуються умови

e−L tX
K
≥ 0, 0

K
≤ G(X)

K
≤ PX, X ∈ K, t ≥ 0, (7.46)

де P — лiнiйний додатний оператор, та iснують лiнiйнi рiвно-
мiрно додатнi функцiонали φ,ψ ∈ K∗ у рiвняннi

M∗φ = ψ, M ≜ L−P. (7.47)

Тодi стан X ≡ 0 системи (7.45) абсолютно стiйкий у конусi K.

Доведення. Згiдно з лемою 7.8 система (7.45) за умов (7.46) є
позитивною. Побудуємо функцiонал Ляпунова—Красовського:

V (Xt) = φ(X(t)) +

∫ 0

−s
φ
(
G
(
X(t+ ξ)

))
dξ. (7.48)

Тут Xt(ξ) = X(t+ξ), φ ∈ K∗. Вираз (7.48) є узагальненням функ-
цiонала, використаного в працi [115] у випадку конуса Rn+.

Нехай X(t) — розв’язок системи (7.45) з початковою функцiєю
(7.40). Для будь-якого рiвномiрно додатного функцiонала φ ∈ K∗

виконується оцiнка γ−∥X∥ ≤ φ(X) ≤ γ+∥X∥, X ∈ K, де γ± > 0−
деякi сталi, що не залежать вiд X [36]. Тому справджується нерiв-
нiсть V (Xτ ) ≥ φ

(
Ψ(τ)

)
≥ γ−∥Ψ(τ)∥.
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Похiдна функцiонала (7.48) на розв’язках системи (7.45) за
умов (7.46) i (7.47) задовольняє спiввiдношення

V̇ (Xt) = φ
(
−LX(t) +G

(
X(t)

))
≤

≤ −φ
(
MX(t)

)
= −M∗φ

(
X(t)

)
= −ψ

(
X(t)

)
≤ −γ∥X(t)∥,

де γ > 0. Отже, стан X ≡ 0 позитивної системи (7.45) асимпто-
тично стiйкий в K за будь-якого запiзнення s ≥ 0 [116]. 2

Теорема 7.6 Нехай оператори системи (7.45) задовольня-
ють умови (7.46) для конуса K, що допускає оштукатурення,
причому оператор M = L−P додатно оборотний, а його оберне-
ний M−1 рiвномiрно додотний щодо K. Тодi стан X ≡ 0 системи
(7.45) абсолютно стiйкий в конусi K.

Доведення. Конус K допускає оштукатурення тодi i ли-
ше тодi, коли в K∗ iснує рiвномiрно додатний функцiонал
[36, теорема 1.5]. Нехай ψ ∈ K∗ — один iз таких функцiо-
налiв. Оскiльки оператор M додатно оборотний, то, врахову-
ючи рiвнiсть (M−1)∗ = (M∗)−1, можна визначити функцiонал
φ = (M∗)−1ψ ∈ K∗, що задовольняє (7.47). При цьому, врахо-
вуючи рiвномiрну додатнiсть функцiонала ψ та оператора M−1

для будь-якого X ∈ K, маємо

∥φ(X)∥ = ∥(M∗)−1ψ(X)∥ = ∥ψ(M−1X)∥ ≥ γ1∥M−1X∥ ≥ γ2∥X∥,

де γ1 > 0 i γ2 > 0 — сталi, що не залежать вiд X. Це означає, що
φ також є рiвномiрно додатним функцiоналом. За лемою 7.9 стан
X ≡ 0 системи (7.45) абсолютно стiйкий в K. 2

Зауваження 7.2 Якщо в умовах теореми 7.6 оператор L до-
датно оборотний, то M належить класу операторiв (7.1). При цьо-
му в твердженнi теореми 7.6 вимогу додатної оборотностi опера-
тора M можна замiнити еквiвалентними спектральними умова-
ми ρ(T) < 1, де ρ(T) — спектральний радiус в’язки операторiв
T(λ) = P − λL, або Reλ ≤ α < 0 ∀λ ∈ σ(M). Цi умови в разi
тiлесного конуса K рiвносильнi сумiсностi системи конусних нерiв-

ностей MX
K
> 0 i X

K
> 0.



258 Роздiл 7. Позитивнi та монотоннi динамiчнi системи

Розглянемо лiнiйну автономну систему:

Ẋ(t) + LX(t) = PX(t− s), t ≥ τ ≥ 0. (7.49)

За лемою 7.8 система (7.49) має iнварiантний конус K тодi i лише
тодi, коли оператори e−L t i P додатнi:

e−L tK ⊆ K, PK ⊆ K, t ≥ 0. (7.50)

Нехай K — нормальний вiдтворювальний конус. Тодi iз

X(t) = e−L(t−τ)X(τ) +

∫ t

τ
e−L(t−ξ)PX(ξ − s)dξ

випливає таке подання розв’язку позитивної системи (7.49):
X(t) = StXτ = St(X

+
τ − X−

τ ) = X+(t) − X−(t), t ≥ τ , де St−
деякий лiнiйний оператор, X±(t) = StX

±
τ ∈ K — розв’язки цiєї

системи з початковими функцiями X±
τ (τ+ξ) ∈ K, −s ≤ ξ ≤ 0. То-

му за умов (7.50) з нормальним вiдтворювальним конусом K влас-
тивостi асимптотичної стiйкостi за Ляпуновим та асимптотичної
стiйкостi в конусi K системи (7.49) еквiвалентнi (див. доведен-
ня леми 7.7). При цьому асимптотична стiйкiсть цiєї системи за
вiдсутностi запiзнення (s = 0) рiвносильна додатнiй оборотностi
оператора M = L−P. Отже, теорема 7.6 у разi G(X) ≡ PX дає
умови абсолютної стiйкостi за Ляпуновим лiнiйної системи (7.49).

Приклад 7.7 Лiнiйна диференцiальна система

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)x(t− s), x ∈ Rn, (7.51)

є позитивною щодо конуса невiд’ємних векторiв K = Rn+ тодi i
лише тодi, коли позадiагональнi елементи матрицi A(t) i всi еле-
менти матрицi B(t) невiд’ємнi при t ≥ 0. Якщо при цьому мат-
рицi A i B сталi, то абсолютна стiйкiсть розв’язку x ≡ 0 систе-
ми (7.51) еквiвалентна сумiсностi системи конусних нерiвностей

(A+B)x
K
< 0

K
< x.

Приклад 7.8 Нелiнiйна матрична система

Ẋ(t)+L(t)X(t) = B(t)X(t−s)B∗(t)+X(t−s)C(t)X(t−s), (7.52)
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де L(t)X = A(t)X + XA∗(t) — оператор Ляпунова, позитивна
щодо конуса ермiтових невiд’ємно визначених матриць K, якщо

C(t)
K
≥ 0 при t ≥ 0. У цьому випадку систему (7.42) описує опера-

тор L(t), а оператори

W(t, τ)X = ∆(t, τ)X∆∗(t, τ), G(X, t) = B(t)XB∗(t) +XC(t)X,

де ∆(t, τ) — матрицант (матриця Кошi) системи ẋ + A(t)x = 0,
є додатними щодо конуса K при t ≥ τ ≥ 0. У разi сталих мат-
риць A, B i C = 0 нульовий розв’язок позитивної системи (7.52)
абсолютно стiйкий, якщо для деякої матрицi Y = Y ∗ > 0 мат-
ричне алгебричне рiвняння AX+XA∗−BXB∗ = Y має розв’язок
X = X∗ > 0.

7.4 Iнварiантнi множини та конуснi нерiвностi

Розглянемо диференцiальну систему:

Ẋ = F(X, t), X(τ) = Xτ ∈ Ω, t ≥ τ ≥ 0, (7.53)

де F : X × [0,∞) → X — оператор, що задовольняє умови iсну-
вання та єдиностi розв’язку X(t) в областi Ω ⊂ X . Система (7.53)
має iнварiантну множину It ⊆ X , якщо iз X(τ) ∈ Iτ випливає
X(t) ∈ It при t > τ ≥ 0.

Побудуємо iнварiантнi множини системи (7.53) у виглядi

It =
{
X ∈ Ω : V(X, t)

Kt

≥ 0
}
. (7.54)

Тут V : X × [0,∞) → E — деякий оператор, Kt ⊂ E — заданий
клин, зокрема конус. Для цього визначимо оператор диференцi-
ювання Dt у силу системи (7.53) як (сильну) похiдну складної
функцiї:

DtV(X, t) =
d

dτ
V(Ψ(τ, t,X), τ)|τ=t , (7.55)

де X(τ) = Ψ(τ, t,X) — розв’язок цiєї системи з початковою умо-
вою X(t) = X. Припускатимемо, що оператор-функцiя V(X, t)
неперервна разом iз частинними похiдними в областi Ω× [0,∞).
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Для оператора (7.55) можна використовувати вирази в термi-
нах правої частини системи (7.53). Наприклад, якщо X = Rn i
E = Rm, то

DtV (x, t) = V ′
x(x, t)F(x, t) + V ′

t (x, t),

де V ′
x(x, t) — матриця Якобi розмiру m×n, складена з частинних

похiдних функцiї V . Аналогiчно можна розглядати узагальнення
цього спiввiдношення з використанням похiдних Гато та Фреше.
Наприклад, можна припускати, що V′

t(X, t) є сильною похiдною
за часом t, а V′

X(X, t) — похiдна Гато, тобто лiнiйний обмеже-

ний оператор вигляду V′
X(X, t)H =

d

dh
V(X + hH, t)|h=0 . Якщо

функцiя V(X, t) не є диференцiйованою, а лише неперервною i
локально лiпшицевою, то можна використовувати правi та лiвi
похiднi Дiнi в силу системи (див., наприклад, [41,82])

D±
t V(X, t) = lim sup

h→0±

1

h

[
V
(
X + hF(X, t), t+ h

)
−V(X, t)

]
.

Теорема 7.7 Нехай Kt — тiлесний конус, що задовольняє
властивостi вкладення (7.8). Тодi It є iнварiантною множиною
системи (7.53) в тому i лише в тому випадку, коли для будь-
якого t ≥ 0 виконується умова

X ∈ It, φ ∈ K∗
t , φ

(
V(X, t)

)
= 0 =⇒ φ

(
DtV(X, t)

)
≥ 0. (7.56)

Доведення. Нехай X(t) — розв’язок системи (7.53) за почат-
кової умови X(t0) = X0 ∈ It0 . Тодi iз означення оператора Dt

випливає спiввiдношення∫ t

t0

DτV
(
X(τ), τ

)
dτ = V

(
X(t), t

)
−V(X0, t0).

Звiдси, зокрема, випливає V
(
X(t), t

) Kt

≥ V(X0, t0), якщо

DtV(X, t)
Kt

≥ 0 при X ∈ It i t ≥ t0. При цьому V
(
X(t), t

) Kt
> 0,

якщо V(X0, t0)
Kt0
> 0.
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Припустимо, що в деякий момент часу τ ≥ t0 значення функ-
цiї V(Xτ , τ), де Xτ = X(τ), досягає межi конуса Kτ . Тодi iснує
ненульовий функцiонал φ ∈ K∗

τ , для якого φ
(
V(Xτ , τ)

)
= 0.

Визначимо окiл множини (7.54) вигляду

Iεt =
{
X ∈ Ω : Vε(X, t) = V(X, t) + εω(t)Y

Kt

≥ 0
}
,

де ε > 0, Y ∈ intKτ , ω(t) — невiд’ємна неперервно диференцiйова-
на функцiя така, що ω(τ) = 0 i ω̇(τ) > 0. Покладемо, наприклад,
ω(t) = arctan(t− τ). Тодi очевидно It ⊂ Iεt , причому Iεt → It при
ε→ 0 i t ≥ τ . Оскiльки Vε(Xτ , τ) = V (Xτ , τ) i φ(Y ) > 0, то згiдно
з (7.56) для деякого δ > 0 при τ ≤ t ≤ τ + δ маємо

φ
(
DtVε(X, t)

)
= φ

(
DtV(X, t)

)
+

ε

1 + (t− τ)2
φ(Y ) ≥ 0,

∫ τ+δ

τ
φ
(
DtVε

(
X(t), t

))
dt = φ

(
Vε

(
X(τ + δ), τ + δ

))
≥ 0.

Це означає, що траєкторiя X(t) у момент τ не може залишати

множину Iετ , тобто Vε

(
X(t), t

) Kt

≥ 0 при τ ≤ t ≤ τ + δ. Iнакше
для деякого φ ∈ K∗

τ i як завгодно малого δ > 0 виконувалися би
спiввiдношення φ

(
V(Xτ , τ)

)
= 0 i φ

(
Vε

(
X(τ + δ), τ + δ

))
< 0.

Враховуючи замкненiсть конуса Kt, при ε → 0 маємо

Vε

(
X(t), t

)
→ V

(
X(t), t

) Kt

≥ 0, τ ≤ t ≤ τ + δ. Отже, It є iнварiант-
ною множиною системи (7.53). Зворотне твердження теореми вип-
ливає iз теореми Лагранжа:

φ
(
V
(
X(τ + δ), τ + δ

))
− φ

(
V
(
X(τ), τ

))
= δ φ

(
DξV

(
X(ξ), ξ

))
,

де ξ ∈ (τ, τ + δ). Якщо φ
(
V
(
X(τ), τ

))
= 0 i X(τ + δ) ∈ Iτ+δ, то

за досить малого δ > 0 необхiдно, щоб справджувалася нерiвнiсть
φ
(
DτV

(
X(τ), τ

))
≥ 0. 2

Зауваження 7.3 Для виконання умови (7.56) достатньо, щоб
для деякої неперервної скалярної функцiї α(X, t) виконувалася
конусна нерiвнiсть

DtV(X, t) + α(X, t)V(X, t)
Kt

≥ 0, X ∈ ∂It, t ≥ 0. (7.57)
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Приклад 7.9 Розглянемо нелiнiйну систему:

ẋ = A(x, t)x, x ∈ Rn, t ≥ 0. (7.58)

Множину (7.54) визначимо за допомогою конуса невiд’ємних век-
торiв K = Rn+ i вектор-функцiї V (x, t) = R(t)x, де R(t) — невирод-
жена неперервно диференцiйована матрична функцiя. Тодi вико-
нується умова (7.57), якщо для деякої функцiї α(x, t) всi елементи
матрицi

Bα(t) = Ṙ(t)R−1(t) +R(t)
[
A(x, t) + α(x, t)I

]
R−1(t)

є невiд’ємними функцiями. Останнє обмеження набуває вигляду

bij(x, t) ≥ 0, i ̸= j, x ∈ ∂It, t ≥ 0, (7.59)

де bij(x, t) — елементи матрицi Bα(t) при α = 0. У випадку
R(t) ≡ I множина It є конусом K, а нерiвностi (7.59) узагаль-
нюють вiдомi умови позитивностi лiнiйних систем щодо K [36].

Визначимо для системи (7.58) множину (7.54) за допомогою
скалярної функцiї V (x, t) = x⊤P (t)x+ q⊤(t)x+ r(t), де симетрич-
на матриця P (t), вектор q(t) i скалярна функцiя r(t) неперервнi
i диференцiйованi при t ≥ 0. Тодi умова (7.57), що забезпечує
iнварiантнiсть цiєї множини для системи (7.58), набуває вигляду

x⊤Pαx+ q⊤α x+ rα ≥ 0, x ∈ ∂It, t ≥ 0. (7.60)

Тут Pα = Ṗ (t) + α(x, t)P (t) + A⊤(x, t)P (t) + P (t)A(x, t),
qα = q̇(t) + α(x, t)q(t) + A⊤(x, t)q(t), rα = ṙ(t) + α(x, t)r(t). Зок-
рема, умова (7.60) є наслiдком спiввiдношень Pα ≥ 0, qα ≡ 0,
rα ≥ 0, x ∈ ∂It, t ≥ 0.

Приклад 7.10 Для нелiнiйної системи

ẋ = f(x, t), x ∈ Rn+1, t ≥ 0, (7.61)

побудуємо умови iнварiантностi змiнного елiпсоїдального кону-
са It, що описується у виглядi (7.54) за умов K = R2

+ i
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V (x, t) =
[
x⊤Q(t)x x⊤h

]⊤
, де h(t) — власний вектор симет-

ричної матрицi Q(t) з iнерцiєю i
(
Q(t)

)
≡ {1, n, 0}, що вiдповiдає

її додатному власному значенню. В умовi (7.56), де

DtV (x, t) =

[
x⊤Q̇(t)x+ f⊤(x, t)Q(t)x+ x⊤Q(t)f(x, t)

ḣ⊤x+ h⊤(t)f(x, t)

]
,

достатньо використовувати лише два функцiонали з K∗. Якщо
φ(y) = y1, то згiдно з (7.56) отримаємо обмеження

x⊤Q̇(t)x+ f⊤(x, t)Q(t)x+ x⊤Q(t)f(x, t) ≥ 0, (7.62)

де x ∈ ∂It i t ≥ 0, причому ∂It = {x ∈ It : x⊤Q(t)x = 0}. Якщо
взяти φ(y) = y2, то в умовi (7.56) x = 0 i

h⊤(t)f(0, t) ≥ 0, t ≥ 0. (7.63)

Тут враховано, що iз x⊤Q(t)x ≥ 0 i h⊤(t)x = 0 випливає x = 0.
Умови (7.62) i (7.63) забезпечують iнварiантнiсть множини It

у системi (7.61). Умова (7.63) завжди виконується для систем з
нульовим станом рiвноваги, тобто при f(0, t) ≡ 0. Такою є, на-
приклад, диференцiальна система (7.58), для якої умова (7.57)
еквiвалентна матричнiй нерiвностi

Q̇(t) +A⊤(x, t)Q(t) +Q(t)A(x, t) + α(x, t)Q(t) ≥ 0, (7.64)

де α(x, t) — задана неперервна функцiя x ∈ ∂It, t ≥ 0. Матрична
нерiвнiсть (7.64) забезпечує iнварiантнiсть множини It для систе-
ми (7.58) i є узагальненням вiдомих умов iнварiантностi елiпсоїд-
ного конуса для лiнiйних автономних систем [7,145].

Приклад 7.11 Розглянемо лiнiйну систему:{
ẋ = A(t)x+B(t)u,
u̇ = C(t)x+D(t)u,

x ∈ Rn, u ∈ Rm, t ≥ 0. (7.65)

Тут A(t), B(t), C(t) i D(t) — матричнi функцiї вiдповiдних роз-
мiрiв n × n, n ×m, m × n i m ×m з елементами aij , bij , cij i dij .
Отримаємо умови iнварiантностi множини

It =
{[

x
u

]
: max

k
|xk| ≤ α(t) min

s
us

}
, (7.66)



264 Роздiл 7. Позитивнi та монотоннi динамiчнi системи

де α(t)>0 — задана диференцiйована функцiя. Цю множину, що
є нормальним тiлесним конусом, подають у виглядi (7.54) з опера-
тором V (x, u, t) =

[
α2u21e−z, . . . , α2u2me−z, u⊤

]⊤, де e = [1, . . . , 1],
z = [x21, . . . , x

2
n]. Роль Kt у теоремi 7.7 вiдiграє конус невiд’ємних

векторiв K = Rnm+m
+ .

Перепишемо умову (7.56) як

V (x, u, t)
K
≥ 0, us = 0 =⇒ c⊤s x+ d⊤s u ≥ 0, (7.67)

V (x, u, t)
K
≥ 0, α2u2s = x2k =⇒

αα̇u2s + α2us(c
⊤
s x+ d⊤s u)− xk(a

⊤
k x+ b⊤k u) ≥ 0.

(7.68)

Тут a⊤k , b⊤k , c⊤s i d⊤s — рядки вiдповiдних матриць, k = 1, n,
s = 1,m. В умовi (7.67) x = 0 i вона набуває вигляду dsj ≥ 0,
j ̸= s. В умовi (7.68) |xi| ≤ |xk| = αus ≤ αuj ∀i, j.

Якщо xk > 0, то (7.68) випливає зi спiввiдношень

αdsj − bkj ≥ 0, j ̸= s,

α̇+ α(αcsk − akk) +
∑
j

(αdsj − bkj) ≥ α
∑
i ̸=k

|αcsi − aki|.

Справдi,

αα̇u2s + α2us(c
⊤
s x+ d⊤s u)− xk(a

⊤
k x+ b⊤k u) = αuswsk,

wsk = [α̇+ α(αcsk − akk) + αdss − bks]us+

+
∑
i ̸=k

(αcsi − aki)xi +
∑
j ̸=s

(αdsj − bkj)uj ≥

≥
[
α̇+ α(αcsk − akk) + αdss − bks − α

∑
i ̸=k

|αcsi − aki|
]
us+

+
∑
j ̸=s

(αdsj − bkj)uj ≥

≥
[
α̇+ α(αcsk − akk) +

∑
j

(αdsj − bkj)− α
∑
i ̸=k

|αcsi − aki|
]
us ≥ 0.



7.4. Iнварiантнi множини та конуснi нерiвностi 265

Якщо xk < 0, то iз (7.68) аналогiчно отримаємо обмеження на
коефiцiєнти:

αdsj + bkj ≥ 0, j ̸= s,

α̇− α(αcsk + akk) +
∑
j

(αdsj + bkj) ≥ α
∑
i ̸=k

|αcsi + aki|.

Як наслiдок, необхiднi та достатнi умови позитивностi системи
(7.65) щодо конуса (7.66) набувають вигляду

αdsj ≥ |bkj |, j ̸= s,

α̇± α(αcsk ∓ akk) +
∑
j

(αdsj ∓ bkj) ≥ α
∑
i ̸=k

|αcsi ∓ aki|. (7.69)

де t ≥ 0, k, i = 1, n, s, j = 1,m. Для встановлення необхiдностi цих
умов слiд покласти xk = ±αus, xi = −sign(αcsi ∓ aki)αus, i ̸= k, i
розглянути випадки: 1) всi компоненти вектора u збiгаються,
2) одна iз компонентiв u набагато бiльша за всi iншi компоненти.

Кожнiй функцiї α(t) > 0, що задовольняє систему нерiвностей
(7.69), вiдповiдає iнварiантний конус (7.66) системи (7.65).

Зазначимо, що систему нерiвностей (7.69) можна використову-
вати пiд час побудови керування у виглядi динамiчного компен-
сатора, що забезпечує позитивну стабiлiзацiю системи (7.65).

Приклад 7.12 Розглянемо диференцiальну систему:

ẍ+B(t)ẋ+A(t)x = 0, t ≥ 0, (7.70)

де A(t) i B(t) — обмеженi матрицi. Якщо для деякої функцiї α(t)
виконується система нерiвностей

bsj(t) ≤ − 1

α(t)
< 0, j ̸= s,

α̇(t)− α(t)
∑
j

bsj(t) ≥ |α2(t)ask(t) + 1|+ α2(t)
∑
i ̸=k

|asi(t)|,

t ≥ 0, i, j, k, s = 1, n,
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то система (7.70) має iнварiантну множину

It =
{[

x
ẋ

]
: max

k
|xk| ≤ α(t) min

s
ẋs

}
.

Це твердження встановлюється зведенням системи (7.70) до фор-
ми Кошi:

ż =M(t)z, M(t) =

[
0 In

−A(t) −B(t)

]
, z =

[
x
ẋ

]
(7.71)

з використанням спiввiдношень (7.69).
Виходячи зi спiввiдношень (7.57) i (7.71), можна побудувати

iнварiантнi множини системи (7.70) у виглядi (7.54) з квадратич-
ною функцiєю V (z) = z⊤Qz. Наприклад, у разi сталих матриць,
покладаючи

Q =

[
S +B⊤RB B⊤R

RB R

]
,

i використовуючи лему Шура, отримуємо умови

α2S − α(B⊤S + SB)− (S −A⊤R)R−1(S −RA) ≤ 0, R = R⊤ < 0,

виконання яких за деякого α < 0 забезпечує системi (7.70) iн-
варiантну множину вигляду

I =

{[
x
ẋ

]
: x⊤(S +B⊤RB)x+ 2ẋ⊤RBx+ ẋ⊤Rẋ ≥ 0

}
.

Якщо S = A⊤R + RA > 0, то матрицi A i B повиннi бути гурвi-
цевими. У випадку i(S) = {1, n − 1, 0} ця множина складається
з двох протилежних елiпсоїдальних конусiв у фазовому просторi
системи (7.71).

7.5 Узагальнений метод порiвняння систем

У теорiї стiйкостi руху застосовуються методи порiвняння, що
ґрунтуються на вiдображеннi простору станiв складної системи у
простiр станiв допомiжної системи (див., наприклад, [2,41,82,88]).
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Системи порiвняння будують у класах позитивних та монотон-
них систем щодо заданих конусiв. Наведемо узагальнену методику
порiвняння систем, що випливає iз методу побудови iнварiантних
множин (див. пiдрозд. 7.4). Ця методика дає змогу порiвнюва-
ти динамiчнi властивостi скiнченної сiм’ї динамiчних систем, що
функцiонують у рiзних просторах.

Розглянемо сiм’ю незалежних систем:

Si : Ẋi = Fi(Xi, t), Xi ∈ Xi, t ≥ 0, i = 1, s. (7.72)

Для спрощення викладок введемо позначення X =
[
X1, . . . , Xs

]
,

X = X1 × · · · × Xs, F(X, t) =
[
F1(X1, t), . . . ,Fs(Xs, t)

]
, при цьому

сiм’ю систем (7.72) подають у виглядi

Ẋ = F(X, t), X ∈ X , t ≥ 0. (7.73)

Припустимо, що кожнiй початковiй умовi X(t0) = X0 ∈ Ω
вiдповiдає єдиний розв’язок X(t) системи (7.73) у деякiй областi
Ω ⊆ X при t ≥ t0 ≥ 0.

Нехай E — простiр з клином Vt i задано вiдображення
W : X × [0,∞) → E , що є неперервно диференцiйованою в об-
ластi Ω × [0,∞) оператор-функцiєю i не є всюди додатним щодо
Vt.

Означення 7.2 Сiм’ю систем (7.72) називають порiвнянною,
якщо для будь-якого τ ≥ 0 виконується умова

W
(
X(τ), τ

)
∈ Vτ =⇒ W

(
X(t), t

)
∈ Vt, t ≥ τ. (7.74)

При цьому W є оператором порiвняння таких систем.

Безпосередньо з теореми 7.7 випливає таке твердження.

Теорема 7.8 Нехай Vt — тiлесний конус, що задовольняє вла-
стивостi вкладення (7.8). Тодi сiм’я систем (7.72) є порiвнянною
в тому i лише в тому випадку, коли для будь-якого t ≥ 0 вико-
нується умова

W(X, t) ∈ Vt, φ ∈ V∗
t , φ

(
W(X, t)

)
= 0 =⇒ φ

(
DtW(X, t)

)
≥ 0,

(7.75)
де Dt — оператор диференцiювання в силу системи (7.73).
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Зазначимо, що умова (7.75) є наслiдком конусної нерiвностi

DtW(X, t) + α(X, t)W(X, t)
Vt

≥ 0, X ∈ ∂It, t ≥ 0,

де It = {X ∈ X : W(X, t) ∈ Vt}, α(X, t) — скалярна неперервна
функцiя.

Сформулюємо основнi твердження принципу порiвняння для
двох та трьох систем з нульовими положеннями рiвноваги, якi за
певних умов є наслiдками теореми 7.8. При цьому у фазових про-
сторах систем порiвняння використовуємо лише нормальнi вiд-
творювальнi конуси Kt з обмеженою сталою нормальностi.

Випадок 1. Нехай s = 2, F1(Θ, t) ≡ 0, F2(Φ, t) ≡ 0 i
W(X, t)=X2−V(X1, t), де V : X1× [0,∞)→X2 — неперервна всю-
ди додатна щодо нормального вiдтворювального конуса Kt ⊂ X2

оператор-функцiя. Якщо F2 ∈ F2(Φ) i

DtV(X1, t)
Kt

≤ F2

(
V(X1, t), t

)
, t ≥ 0, (7.76)

то з означення класу оператор-функцiй F2(Φ) (див. пiдрозд. 7.2)
випливає, що S2 є верхньою системою порiвняння для системи
S1, тобто

Φ
Kτ

≤ V
(
X1(τ), τ

) Kτ

≤ X2(τ) =⇒ Φ
Kt

≤ V
(
X1(t), t

) Kt

≤ X2(t), t > τ.

Це означає, що системи S1 i S2 можна порiвняти в сенсi означення
7.2 з оператором порiвняння W.

Припустимо, що оператор V має додатковi властивостi:

V(Θ, t) ≡ Φ, ∥V(X, t)− Φ∥ ≥ v(X) > 0, X ̸= Θ, t ≥ 0, (7.77)

де v — неперервна функцiя така, що v(Θ) = 0 i

v(X) ≤ v(Y ) =⇒ ∥X −Θ∥ ≤ ∥Y −Θ∥.

Теорема 7.9 Нехай F2 ∈ F2(Φ), а всюди додатний оператор
V задовольняє умови (7.76) i (7.77). Тодi стан X1 ≡ Θ системи
S1 стiйкий (асимптотично стiйкий) за Ляпуновим, якщо стан
X2 ≡ Φ системи S2 стiйкий (асимптотично стiйкий) у K+

t (Φ).
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Випадок 2. Нехай s = 3, F1(Φ, t) ≡ F3(Φ, t) ≡ 0, F2(Θ, t) ≡ 0,
X1 = X3 i W(X, t) =

[
V(X2, t) − X1, X3 − V(X2, t)

]
, де

V : X2 × [0,∞) → X1 — неперервне вiдображення i Kt ⊂ X1 —
нормальний вiдтворювальний конус.

Якщо F1 ∈ F1(Φ), F3 ∈ F1(Φ) i

F1

(
V(X2, t), t

) Kt

≤ DtV(X2, t)
Kt

≤ F3

(
V(X2, t), t

)
, t ≥ 0, (7.78)

то iз означення класiв оператор-функцiй F1(Φ) i F1(Φ) при
X1(τ) ∈ K−

τ (Φ), X3(τ) ∈ K+
τ (Φ) i t > τ ≥ 0 маємо

X1(τ)
Kτ

≤ V
(
X2(τ), τ

) Kτ

≤ X3(τ) =⇒ X1(t)
Kt

≤ V
(
X2(t), t

) Kt

≤ X3(t).
(7.79)

Це означає, що три системи S1, S2 i S3 можна порiвняти в
сенсi означення 7.2 з оператором порiвняння W щодо конуса
Vt = Kt×Kt. При цьому S1 i S3 є вiдповiдно нижньою та верхньою
системами порiвняння для системи S2.

Теорема 7.10 Нехай F1 ∈ F1(Φ), F3 ∈ F1(Φ), а оператор V
задовольняє умови (7.77) i (7.78). Тодi стан X2 ≡ Θ системи S2

стiйкий (асимптотично стiйкий) за Ляпуновим, якщо стани
X1 ≡ Φ системи S1 i X3 ≡ Φ системи S3 стiйкi (асимптотично
стiйкi) вiдповiдно в K−

t (Φ) i K+
t (Φ).

Доведення. Оскiльки конус Kt вiдтворювальний i несплюще-
ний, то V(X2(τ), τ) − Φ = U+ − U−, ∥U±∥ ≤ γ ∥V(X2(τ), τ) − Φ∥
i U± ∈ Kτ , де γ > 0 — унiверсальна стала. Нехай X1(t)
i X3(t) — розв’язки систем S1 i S3 з початковими умовами
X1(τ) = Φ − U− ∈ K−

τ (Φ) i X3(τ) = Φ + U+ ∈ K+
τ (Φ). Тодi

X1(t) ∈ K−
t (Φ) i X3(t) ∈ K+

t (Φ) при t ≥ τ , якщо

∥X1(τ)− Φ∥ ≤ γ ∥V
(
X2(τ), τ

)
− Φ∥,

∥X3(τ)− Φ∥ ≤ γ ∥V
(
X2(τ), τ

)
− Φ∥.

Враховуючи (7.79) та нормальнiсть конуса Kt, маємо

∥V
(
X2(t), t

)
− Φ∥ ≤ α∥X1(t)− Φ∥+ β∥X3(t)− Φ∥, t ≥ τ.
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де α > 0 i β > 0 залежить вiд сталої нормальностi Kt.
Iз умов (7.77) i неперервностi V(X, t) випливає, що для будь-

якого ε > 0 iснує таке δ0 > 0, що ∥X2(t) − Θ∥ ≤ ε, якщо
∥V

(
X2(t), t

)
− Φ∥ ≤ δ0 при t ≥ τ .

Використовуючи припущення щодо стiйкостi стануX1 ≡ Φ сис-
теми S1 та стану X3 ≡ Φ системи S3 вiдповiдно в K−

t (Φ) i K+
t (Φ),

виберемо δ± > 0 так, щоб iз ∥X1(τ)− Φ∥ ≤ δ− i ∥X3(τ)− Φ∥ ≤ δ+
випливали вiдповiднi нерiвностi ∥X1(t) − Φ∥ ≤ δ0/(2α) i
∥X3(t)− Φ∥ ≤ δ0/(2β) при t ≥ τ. Далi, виберемо δ > 0 так, щоб

∥X2(τ)−Θ∥ ≤ δ =⇒ ∥V
(
X2(τ), τ

)
− Φ∥ ≤ min{δ−, δ+}/γ.

Тодi, враховуючи наведенi спiввiдношення, маємо ∥X2(t)−Θ∥ ≤ ε
при t > τ , тобто стан X2 ≡ Θ системи S2 стiйкий за Ляпуновим.
При цьому X2(t) → Θ, якщо X1(t) → Φ i X3(t) → Φ, t→ ∞. 2

Доведення теорем 7.9 i 7.10 аналогiчнi. Зазначимо, що в разi
використання цих теорем належнiсть оператор-функцiй класам
типу Fk(Φ) i Fk(Φ) можна встановити за допомогою лем 7.3 i 7.4.

Випадок 3. Нехай s ≥2. Задачу впорядкування та знаходжен-
ня в певному сенсi домiнуючої системи сiм’ї (7.72) можна сфор-
мулювати у виглядi узагальненої задачi порiвняння цiєї сiм’ї, ви-
користовуючи оператор порiвняння вигляду

W(X, t) =
[
V2(X2, t)−V1(X1, t), . . . ,Vs(Xs, t)−Vs−1(Xs−1, t)

]
,

де Vi : Xi×[0,∞) → E1 — неперервне вiдображення, E1 — простiр з
клином Kt. У цьому випадку умова порiвняння (7.74) щодо клину
Vt = Kt × · · · × Kt означає, що

V1

(
X1(t), t

) Kt

≤ V2

(
X2(t), t

) Kt

≤ . . .
Kt

≤ Vs

(
Xs(t), t

)
, t > τ ≥ 0,

якщо V1

(
X1(τ), τ

) Kτ

≤ V2

(
X2(τ), τ

) Kτ

≤ . . .
Kτ

≤ Vs

(
Xs(τ), τ

)
. Напри-

клад, якщо Vi(Xi, t) = ∥Xi∥Ei , то норми розв’язкiв систем (7.72)
впорядкованi, тобто

∥X1(t)∥E1 ≤ ∥X2(t)∥E2 ≤ · · · ≤ ∥Xs(t)∥Es , t > τ ≥ 0,

коли ∥X1(τ)∥E1 ≤ ∥X2(τ)∥E2 ≤ · · · ≤ ∥Xs(τ)∥Es .
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Приклад 7.13 Розглянемо сiм’ю нелiнiйних систем:

ẋi = Ai(xi, t)xi, xi ∈ Cni , t ≥ 0, i = 1, s, (7.80)

де Ai(xi, t) — неперервнi матричнi функцiї розмiрiв ni × ni.
Визначимо оператор порiвняння такої сiм’ї за допомогою конуса
V = Rs−1

+ :

W(X, t) =
[
x∗2Q2x2 − x∗1Q1x1, . . . , x

∗
sQsxs − x∗s−1Qs−1xs−1

]
,

де Qi(t) ≡ Q∗
i (t) > 0 — заданi матрицi. Тодi

DtW(X, t) =
[
x∗2H2x2 − x∗1H1x1, . . . , x

∗
sHsxs − x∗s−1Hs−1xs−1

]
.

Тут Hi(xi, t) = Q̇i(t) +A∗
i (xi, t)Qi(t) +Qi(t)Ai(xi, t), i = 1, s.

Використовуючи теорему 7.8 i двостороннi оцiнки

λmin(Hi − λQi)x
∗
iQixi ≤ x∗iHixi ≤ λmax(Hi − λQi)x

∗
iQixi,

можна встановити, що розв’язки систем (7.80) впорядкованi:

x∗1(t)Q1(t)x1(t) ≤ x∗2(t)Q2(t)x2(t) ≤ · · · ≤ x∗s(t)Qs(t)xs(t),

якщо

λmax(Hi − λQi) ≤ λmin(Hi+1 − λQi+1), i = 1, s− 1, t ≥ τ ≥ 0,

x∗1(τ)Q1(τ)x1(τ) ≤ x∗2(τ)Q2(τ)x2(τ) ≤ · · · ≤ x∗s(τ)Qs(τ)xs(τ).

В окремому випадку Qi ≡ Ini одержуємо нерiвностi

λmax(A
∗
i +Ai) ≤ λmin(A

∗
i+1 +Ai+1), i = 1, s− 1, (7.81)

що забезпечують впорядкування розв’язкiв систем (7.80) за евклi-
довою нормою. Тут для ермiтових матриць i в’язок матриць через
λmax(·) i λmin(·) позначенi їхнi максимальнi та мiнiмальнi власнi
значення. Якщо всi системи (7.80) є лiнiйними i стацiонарними, то
за умов (7.81) можна впорядкувати також областi розташування
спектрiв цих систем, обмежених вертикальними прямими [132].
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7.6 Робастна стiйкiсть позитивних систем

Розглянемо сiм’ю диференцiальних систем типу (7.53):

Ẋ = F(X, t), F(Θ, t) ≡ 0, t ≥ 0, (7.82)

F(X, t)
Kt

≤ F(X, t)
Kt

≤ F(X, t), X ∈ X , t ≥ 0, (7.83)

де Kt ⊂ X — нормальний вiдтворювальний конус з обмеженою
сталою нормальностi, i видiлимо двi граничнi системи:

Ẋ = F(X, t), F(Θ, t) ≡ 0, t ≥ 0, (7.84)

Ẋ = F(X, t), F(Θ, t) ≡ 0, t ≥ 0. (7.85)

Якщо F ∈ F1(Θ) i F ∈ F1(Θ), то при X(τ) ∈ K−
τ (Θ) i

X(τ) ∈ K+
τ (Θ) маємо

X(τ)
Kτ

≤ X(τ)
Kτ

≤ X(τ) =⇒ X(t)
Kt

≤ X(t)
Kt

≤ X(t), t > τ ≥ 0.

У цьому випадку (7.84)
(
(7.85)

)
є нижньою (верхньою) системою

порiвняння для кожної системи (7.82), (7.83). Поклавши в теоремi
7.10 V(X, t) ≡ X i Θ = Φ, одержимо такий результат.

Теорема 7.11 Нехай F ∈ F1(Θ) i F ∈ F1(Θ). Тодi стан
X ≡ Θ кожної системи (7.82), (7.83) стiйкий (асимптотично
стiйкий) за Ляпуновим, якщо стани X ≡ Θ системи (7.84) та
X ≡ Θ системи (7.85) стiйкi (асимптотично стiйкi) вiдповiдно
в K−

t (Θ) i K+
t (Θ).

Для сiмей систем вигляду (7.82), що визначаються умовами

F(X, t)
Kt

≤ F(X, t)
Kt

≤ F(X, t), X ∈ K+
t (Θ), t ≥ 0, (7.86)

F(X, t)
Kt

≤ F(X, t)
Kt

≤ F(X, t), X ∈ K−
t (Θ), t ≥ 0, (7.87)

виконуються такi твердження.
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Теорема 7.12 Нехай Kt — нормальний тiлесний конус, що
має властивiсть (7.8). Якщо виконується умова (7.86) при
F ∈ F+

0 (Θ) i F ∈ F+
2 (Θ), то зi стiйкостi (асимптотичної стiй-

костi) в K+
t (Θ) стану X ≡ Θ системи (7.85) випливає стiйкiсть

(асимптотична стiйкiсть) у K+
t (Θ) стану X ≡ Θ кожної сис-

теми (7.82), (7.86). Аналогiчно, якщо виконується умова (7.87)
при F ∈ F−

2 (Θ) i F ∈ F−
0 (Θ), то зi стiйкостi (асимптотичної

стiйкостi) в K−
t (Θ) стану X ≡ Θ системи (7.84) випливає стiй-

кiсть (асимптотична стiйкiсть) у K−
t (Θ) стану X ≡ Θ кожної

системи (7.82), (7.87).

За умов теореми 7.12 для розв’язкiв системи (7.82) виконують-
ся вiдповiднi оцiнки

Θ
Kτ

≤ X(τ)
Kτ

≤ X(τ) =⇒ Θ
Kt

≤ X(t)
Kt

≤ X(t), t > τ ≥ 0,

X(τ)
Kτ

≤ X(τ)
Kτ

≤ Θ =⇒ X(t)
Kt

≤ X(t)
Kt

≤ Θ, t > τ ≥ 0.

При цьому iз (7.86) i F ∈ F+
0 (Θ) випливає F ∈ F+

0 (Θ). Аналогiчно,
за умови (7.87) iз F ∈ F−

0 (Θ) випливає F ∈ F−
0 (Θ).

Розглянемо сiм’ї нелiнiйних систем:

Ẋ = A(X, t)X, t ≥ 0, (7.88)

якi визначають операторнi нерiвностi

A(X, t) ⊴ A(X, t) ⊴ A(X, t), X
Kt

≥ Θ
Kt

≥ 0, t ≥ 0, (7.89)

A(X, t) ⊴ A(X, t) ⊴ A(X, t), X
Kt

≤ Θ
Kt

≤ 0, t ≥ 0. (7.90)

Припустимо, що значення оператор-функцiй A(X, t), A(X, t) i
A(X, t) є лiнiйними обмеженими операторами в X . НехайX ≡ Θ−
спiльний стан рiвноваги кожної системи даних сiмей, включаючи
граничнi системи

Ẋ = A(X, t)X, t ≥ 0, (7.91)

Ẋ = A(X, t)X, t ≥ 0. (7.92)
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Тодi або Θ = 0, або Θ ̸= 0 i Θ ∈ kerA(Θ, t) при t ≥ 0.
Сформулюємо наслiдки теореми 7.12 та леми 7.3, використову-

ючи обмеження

A(X, t) +B+(X, t) ⊵ β
+
(X, t) I, X ∈ K+

t (Θ), t ≥ 0, (7.93)

A(X, t) +B+(X, t) ⊵ β+(X, t) I, X ∈ K+
t (Θ), t ≥ 0, (7.94)

A(X, t) +B−(X, t) ⊵ β−(X, t) I, X ∈ K−
t (Θ), t ≥ 0, (7.95)

A(X, t) +B−(X, t) ⊵ β−(X, t) I, X ∈ K−
t (Θ), t ≥ 0, (7.96)

де B±(X, t)H = [A′
±(X, t)H]X, B±(X, t)H = [A

′
±(X, t)H]X,

A′
±(X, t) i A

′
±(X, t) — похiднi Гато за конусом ±Kt, β±(X, t) i

β±(X, t) — скалярнi функцiї.

Наслiдок 7.3 Нехай Kt — нормальний тiлесний конус, що
має властивiсть (7.8). Якщо виконуються умови (7.93) i (7.94),
то зi стiйкостi (асимптотичної стiйкостi) в K+

t (Θ) стану
X ≡ Θ системи (7.92) випливає стiйкiсть (асимптотична стiй-
кiсть) у K+

t (Θ) стану X ≡ Θ кожної системи (7.88), (7.89).
Аналогiчно, за умов (7.95) i (7.96) зi стiйкостi (асимптотичної
стiйкостi) в K−

t (Θ) стану X ≡ Θ системи (7.91) випливає стiй-
кiсть (асимптотична стiйкiсть) у K−

t (Θ) стану X ≡ Θ кожної
системи (7.88), (7.90).

Зазначимо, що в наслiдку 7.3 замiсть (7.93) i (7.96) можна ви-
користати вiдповiднi обмеження:

A(X, t) ⊵ α+(X, t) I, A(X, t)Θ
Kt

≥ 0, X −Θ ∈ ∂Kt, t ≥ 0, (7.97)

A(X, t) ⊵ α−(X, t) I, A(X, t)Θ
Kt

≤ 0, Θ−X ∈ ∂Kt, t ≥ 0. (7.98)

Приклад 7.14 Розглянемо сiм’ю систем:

ẋ = A(x, t)x, A(x, t) ⊴ A(x, t) ⊴ A(x), x ∈ K, t ≥ 0, (7.99)

де A(x, t) = A0(t) +
n∑
j=1

xjAj(t), A(x) = A0 +
n∑
j=1

xjAj , Ai(t) ⊴ Ai,

Ai(t) = ∥a(i)ks (t)∥
n
k,s=1 i Ai = ∥a(i)ks∥

n
k,s=1 — матрицi розмiру n × n,
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i = 0, n, K = Rn+ — конус невiд’ємних векторiв, ⊴ означає поеле-
ментну матричну нерiвнiсть.

Похiднi Гато (Фреше) векторних функцiй F (x, t) = A(x, t)x,
F (x, t) = A(x, t)x i F (x) = A(x)x визначаються як

F ′(x, t) = A(x, t) +B(x, t), B(x, t) =

[
∂A

∂x1
x, . . . ,

∂A

∂xn
x

]
,

F ′(x, t) = A0(t) +

n∑
j=1

xjBj(t), F
′
(x) = A0 +

n∑
j=1

xjBj ,

де Bj(t) = ∥a(j)ks (t) + a
(s)
kj (t)∥

n
k,s=1, Bj = ∥a(j)ks + a

(s)
kj ∥

n
k,s=1. Умови

(7.93) i (7.97) при Θ = 0 набувають вигляду

a
(0)
ks (t) ≥ 0, a

(j)
ks (t) + a

(s)
kj (t) ≥ 0, k ̸= s, t ≥ 0, j = 1, n;

a
(i)
ks (t) ≥ 0, k ̸= s, t ≥ 0, i = 0, n.

Якщо виконується одна з цих умов i, крiм того,

A
−1
0 ⊴ 0, a

(0)
ks ≥ 0, a

(j)
ks + a

(s)
kj ≥ 0, k ̸= s, j = 1, n,

то нульовий стан кожної системи (7.99) асимптотично стiйкий у
K (див. теорему 7.3 та наслiдки 7.1 i 7.3).

Розглянемо параметричну сiм’ю нелiнiйних систем:

Ẋ = A(X, p)X, A(X, p) =
s∑
i=1

piAi(X), X ∈ X , t ≥ 0, (7.100)

де p = [p1, . . . , ps]
⊤ ∈ Rs+ — вектор невiд’ємних параметрiв, а зна-

чення оператор-функцiй Ai(X) є лiнiйними обмеженими операто-
рами в X .

Наслiдок 7.4 Нехай усi оператори Ai(X) задовольняють од-
ну з умов наслiдку 7.1 типу позадiагональної додатностi щодо
нормального тiлесного конуса K i сумiсною є система конусних
нерiвностей

H
K
≥ 0, Ai(0)H

K
< 0, i = 1, s.

Тодi стан X ≡ 0 кожної системи (7.100) при p ∈ Rs+ асимпто-
тично стiйкий за Ляпуновим.
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Розглянемо сiм’ю лiнiйних систем:

Ẋ = A(t)X, A(t) ⊴ A(t) ⊴ A(t), t ≥ 0, (7.101)

де операторна нерiвнiсть ⊴ породжується нормальним вiдтворю-
вальним конусом Kt. Видiлимо в (7.101) двi системи:

Ẋ = A(t)X, (7.102)

Ẋ = A(t)X. (7.103)

Теорема 7.13 Кожна система (7.101) є позитивною щодо
Kt, якщо

eA(ϑ)hKτ ⊆ Kt, t ≥ ϑ ≥ τ ≥ 0, t− τ ≥ h ≥ 0. (7.104)

Якщо система (7.103) асимптотично стiйка, то кожна пози-
тивна система (7.101) асимптотично стiйка.

Доведення. За умови (7.104) для конуса Kt виконуєть-
ся властивiсть (7.8). Розв’язок системи (7.101) має вигляд
X(t) = EA(t, τ)Xτ , де EA(t, τ) — еволюцiйний оператор,
X(τ) = Xτ — початковий стан. Еволюцiйний та експоненцiаль-
ний оператори системи (7.101) пов’язанi спiввiдношеннями [26]

EA(t, τ) = lim
n→∞

[
eA(ϑn)hn . . . eA(ϑ1)hn

]
,

eA(ϑ)h = lim
n→∞

[
EA(ϑ, ϑ− h/n)

]n
,

(7.105)

де ϑk ∈
[
tk, tk+1

]
, tk = τ+khn, hn = (t−τ)/n, k = 0, n, t ≥ τ , ϑ ≥ 0,

h ≥ 0. Якщо A(t)Kt ⊆ Kt, то за умови (7.8) маємо

eA(ϑ)hKτ =
∞∑
k=0

hk

k!
Ak(ϑ)Kτ ⊆ Kt, τ ≤ ϑ ≤ t, 0 ≤ h ≤ t− τ.

Якщо A(t) = A1(t) +A2(t), eA1(ϑ)hKτ ⊆ Kt i eA2(ϑ)hKτ ⊆ Kt, то
eA(ϑ)hKτ ⊆ Kt, де [26]

eA(ϑ)h = lim
n→∞

1

2n

[
eA1(ϑ)

h
n eA2(ϑ)

h
n + eA2(ϑ)

h
n eA1(ϑ)

h
n

]n
,
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i згiдно з (7.105) EA(t, τ)Kτ ⊆ Kt. Зокрема, поклавши
A1(t) = A(t) i A2(t) = A(t) −A(t) , за умови (7.104) одержуємо
властивiсть позитивностi кожної системи (7.101) щодо Kt. Причо-
му, у разi сталого конуса умова (7.104) необхiдна для позитивностi
системи (7.102).

Нехай X(t) i X(t) — розв’язки систем (7.101) i (7.103) за
вiдповiдних початкових умов X(τ) = Xτ i X(τ) = Xτ . Тодi

0
Kt

≤ X(t)
Kt

≤ X(t) при t ≥ τ ≥ 0, якщо 0
Kτ

≤ Xτ

Kτ

≤ Xτ . З огля-
ду на нормальнiсть конуса Kt iз асимптотичної стiйкостi системи
(7.103) випливає асимптотична стiйкiсть у Kt кожної позитивної
системи (7.101). Це твердження також виконується для конуса
−Kt. Якщо при цьому конус Kt вiдтворювальний, то кожна сис-
тема (7.101) асимптотично стiйка за Ляпуновим (див. доведення
теореми 7.10). 2

Зауваження 7.4 Кожна система (7.101) є позитивною щодо
Kt, якщо для деякої скалярної функцiї α(t) виконується опера-
торна нерiвнiсть A(t) ⊵ α(t) I. З цiєї нерiвностi випливає умова
(7.104) за обмеження (7.8). Справдi, eA(ϑ) δ = eα(ϑ) δ e[A(ϑ)−α(ϑ) I] δ i

eA(ϑ) δKτ = eα(ϑ) δ
∞∑
k=0

δk

k!

[
A(ϑ)− α(ϑ)I

]k Kτ ⊆ Kϑ ⊆ Kt.

Приклад 7.15 Розглянемо сiм’ю лiнiйних систем

ẋ = A(t)x, A(t) ⊴ A(t) ⊴ A, A
−1

⊴ 0, x ∈ Rn, t ≥ 0, (7.106)

де A(t) — матрична функцiя з невiд’ємними позадiагональними
елементами, −A — M -матриця, ⊴ означає поелементну матричну
нерiвнiсть. Система ẋ = A(t)x позитивна щодо конуса K = Rn+, а
система ẋ = Ax асимптотично стiйка. Тому кожна система (7.106)
асимптотично стiйка та позитивна щодо Rn+.

Приклад 7.16 Розглянемо сiм’ю матричних систем

Ẋ = M(t)X, M(t) ⊴ M(t) ⊴ M(t), X ∈ Cn×n, t ≥ 0, (7.107)

M(t)X = A∗(t)X +XA(t), M(t)X = M(t)X +
s∑
i=1

B∗(t)XB(t),
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де ⊴ позначає нерiвнiсть, що породжується конусом ер-
мiтових невiд’ємно визначених матриць Kn. Оскiльки
eM(ϑ) δX = eA

∗(ϑ) δXeA(ϑ) δ, то матричне диференцiальне рiв-
няння Ляпунова Ẋ = A∗(t)X + XA(t) i кожна система (7.107) є
позитивними щодо Kn. Якщо система

Ẋ = A∗(t)X +XA(t) +

s∑
i=1

B∗(t)XB(t) (7.108)

асимптотично стiйка, то кожна система (7.107) є позитивною i
асимптотично стiйкою. Автономна система вигляду (7.108) асимп-
тотично стiйка, якщо сумiсною є система матричних нерiвностей

A∗X +XA+
s∑
i=1

B∗XB < 0, X = X∗ > 0.

Матричне диференцiальне рiвняння (7.108) вiдоме як рiвняння
других моментiв стохастичної системи Iто (див. пiдрозд. 2.5). Це
рiвняння позитивне та монотонне щодо конуса Kn.

7.7 Позитивна стабiлiзацiя динамiчних систем

Встановлюючи умови стiйкостi станiв динамiчних систем, що ма-
ють властивостi типу позитивностi та монотонностi, доцiльно ви-
користовувати спецiальнi методи дослiдження (див. пiдрозд. 7.3).
Такi властивостi дослiджуваних систем можна забезпечити за до-
помогою статичних або динамiчних регуляторiв.

Розглянемо систему керування:

Ẋ = F(X,U, t), Y = G(X,U, t), Z = H(X,U, t), (7.109)

де X ∈ X — стан системи, Y ∈ Y — спостережуваний вихiд,
Z ∈ Z− керований вихiд, U ∈ U — керування, F, G i H — непе-
рервнi оператор-функцiї, t ≥ 0. Нехай F(0, 0, t) ≡ 0, H(0, 0, t) ≡ 0
i у просторi керованого виходу Z видiлено конус Kt.

Систему (7.109) називають позитивно досяжною щодо конуса
Kt, якщо iснує регулятор

U = K(Y, t), (7.110)
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для якого Z(t) ∈ Kt при Z(τ) ∈ Kτ i t > τ ≥ 0. Якщо, крiм
того, Z(t) → 0 при t → ∞, то цю систему називають позитивно
стабiлiзовною щодо конуса Kt.

Аналогiчно визначаються властивостi позитивної досяжностi
та позитивної стабiлiзовностi системи (7.109) за допомогою дина-
мiчного регулятора

Ṙ = D(R, Y, U, t), U = K(R, Y, t), (7.111)

де R ∈ R — стан регулятора, D i K — оператор-функцiї, що пiд-
лягають визначенню. При цьому керований вихiд Z може явно мi-
стити компоненти як стану системи, так i регулятора. Наприклад,
якщо покласти Z =

[
X,R

]
, то конус Kt визначається у просторi

Z = X ×R.
Вивчаючи умови позитивної досяжностi та позитивної стабiлi-

зовностi класу систем

Ẋ = A(X)X +B(X)U, Y = C(X)X, U = K(X)Y, (7.112)

можна скористатися наслiдком 7.1 теореми 7.3. У цьому випадку
простором керованих виходiв системи Z є весь простiр станiв X .
Якщо K ⊂ X — тiлесний конус i операторна нерiвнiсть

M(X) = A(X) +B(X)K(X)C(X) ⊵ α(X)I, X ∈ ∂K, (7.113)

має розв’язок K(X) для деякої функцiї α(X), то система (7.112)
позитивно досяжна. Якщо при цьому система лiнiйних конусних

нерiвностей M(0)H
K
< 0 i H

K
≥ 0 сумiсна, то стан X ≡ 0 замкненої

системи (7.112) асимптотично стiйкий.

Приклад 7.17 Розглянемо систему керування:

ẋ = Ax+Bu, y = Cx, (7.114)

де x ∈ Rn, y ∈ Rl i u ∈ Rm. Ця система позитивно досяжна щодо
конуса Rn+ за допомогою статичного регулятора (3.3) тодi i лише
тодi, коли сумiсною є система нерiвностей (див. приклад 7.1)

aij + bi∗Kc∗j ≥ 0, i ̸= j, (7.115)
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де bi∗ i c∗j — рядки i стовпцi вiдповiдних матриць B i C, i, j = 1, n.
У разi виконання умов (7.115) замкнена система (7.114), (3.3)
асимптотично стiйка тодi i лише тодi, коли iснує дiагональна мат-
риця X > 0, що задовольняє матричну нерiвнiсть

(A+BKC)X +X(A+BKC)⊤ < 0. (7.116)

Обчислюючи матрицю K, можна скористатися одним iз твер-
джень теореми 3.2. Так, якщо для деякої дiагональної матрицi
X > 0 виконуються спiввiдношення (3.35), то регулятор (3.3) з
матрицеюK, що задовольняє систему лiнiйних нерiвностей (7.115)
i (7.116), забезпечує позитивну стабiлiзацiю системи (7.114).

Умовами позитивної стабiлiзацiї системи (7.114) щодо елiпсої-
дального конуса K(Q) є система спiввiдношень

M⊤Q+QM + αQ ≥ 0,

M⊤QM ≤ βQ, h⊤M−1h ≤ 0, h⊤(M⊤QM)−1h ≥ 0,

де M = A + BKC, α ∈ R, β > 0, h — власний вектор матрицi Q,
що вiдповiдає її додатному власному значенню.

У задачi позитивної стабiлiзацiї системи (7.114) за допомогою
динамiчного регулятора (3.47) можна використати конуси типу
Kµ(α, p) i Kσ(β, q) (див. пiдрозд. 8.8), визначенi у просторi замк-
неної системи

˙̂x = M̂x̂, M̂ =

[
M BU
V C Z

]
, x̂ =

[
x
ξ

]
, (7.117)

де M = A + BKC. Зокрема, при r = 1 замкнена система (7.117)
у просторi Rn+1

+ має iнварiантний круговий конус Мiнковського
Kc = {[x⊤, ξ]⊤ : ∥x∥2 ≤ ξ}, якщо [51,52][

γIn −M −M⊤ C⊤V ⊤ −BU
V C − U⊤B⊤ 2Z − γ

]
≥ 0 (7.118)

для деякого γ ∈ R. Система (7.117) є позитивною щодо конуса
Kµ(1,∞) = {[x⊤, ξ]⊤ : max

i
|xi| ≤ min

j
ξj} тодi i лише тодi, коли
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виконуються спiввiдношення (див. приклад 7.11)∑
i ̸=k

|vs∗c∗i ∓mki| ≤
∑
j

(zsj ∓ bk∗u∗j)± vs∗c∗k ∓mkk,

zsj ≥ |bk∗u∗j |, j ̸= s, k, i = 1, n, s, j = 1, r.

(7.119)

Умовами позитивної стабiлiзацiї системи (7.114) щодо конуса
Kµ(α, p) за допомогою регулятора (3.47) є об’єднання умов по-
зитивностi системи (7.117) та умов додатної оборотностi блокової
матрицi −M̂ , еквiвалентних позитивностi лiнiйної дискретної сис-
теми

x̂t+1 = N̂ x̂t, N̂ = −M̂−1 =

[
Â B̂

Ĉ D̂

]
. (7.120)

Блоки Â, B̂, Ĉ i D̂ можна визначити за допомогою формули Фро-
бенiуса для обернення блокових матриць.

У [5] отримано алгебричнi критерiї та достатнi умови позитив-
ностi системи (7.120) щодо конусiв Kµ(α, p). Так, критерiєм пози-
тивностi системи (7.120) щодо конуса Kµ(1,∞) є спiввiдношення

d̂kj ≥ |̂bsj |,
n∑
i=1

|ĉki ± âsi| ≤
r∑
i=1

(d̂kj ± b̂sj), s = 1, n, j, k = 1, r.

(7.121)
Отже, динамiчний регулятор (3.47) забезпечує позитивну ста-

бiлiзацiю системи (7.114) щодо конуса Kµ(1,∞) тодi i лише тодi,
коли виконується система спiввiдношень (7.119) i (7.121).

Зазначимо, що умови позитивної стабiлiзацiї системи (7.114)
щодо конуса Rn+r+ за допомогою динамiчного регулятора (3.47)
повного порядку r = n можна подати у виглядi системи ЛМН
(див. пiдрозд. 3.2).



Роздiл 8

Додаток

8.1 Ермiтовi матрицi та закон iнерцiї

Будь-яка ермiтова матриця X = X∗ ∈ Cn×n має дiйсний спектр
σ(X) = {λ1, . . . , λn} i ї ї можна подати у виглядi

X =
n∑
i=1

λixix
∗
i = PP ∗ −QQ∗, (8.1)

де xi — ортонормованi власнi вектори, що вiдповiдають власним
значенням λi ∈ σ(X), P ∈ Cn×p i Q ∈ Cn×q — матрицi повного
рангу за стовпцями.

Iнерцiю матрицi i(X) = {i+(X), i−(X), i0(X)} формують кiль-
костi її додатних (i+(X)), вiд’ємних (i−(X)) i нульових (i0(X))
власних значень з урахуванням кратностей. У розкладi (8.1)
i(X) = {p, q, n−p− q} i P ∗Q = 0. Невироджене конгруентне пере-
творення матрицi зберiгає її iнерцiю (закон iнерцiї Сiльвестра):

i(X) = i(T ∗XT ), detT ̸= 0. (8.2)

Ермiтову матрицю X називають додатно (невiд’ємно) визна-
ченою, якщо квадратична форма x∗Xx > 0 (x∗Xx ≥ 0) для будь-
якого вектора x ̸= 0 ∈ Cn. У цьому означеннi для дiйсної си-
метричної матрицi X = X⊤ використовуються лише вектори
x ∈ Rn. Матриця X невiд’ємно визначена тодi i лише тодi, коли в
її розкладi (8.1) Q = 0. При цьому вона додатно визначена, якщо
p = n.

Лема 8.1 Нехай X = PP ∗−QQ∗ ≥ 0, де P ∈ Cn×p i Q ∈ Cn×q.
Тодi rankX ≤ rankP i Q = PC для деякої матрицi C ∈ Cp×q.
При цьому CC∗ ≤ Ip (CC∗ < Ip), якщо rankP = p (rankX = p).
Навпаки, якщо Q = PC i CC∗ ≤ Ip (CC∗ < Ip), то X ≥ 0
(i(X) = {rankP, 0, 0}).

282
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8.2 Блоковi матрицi та лема Шура

Наведемо важливi властивостi блокових матриць вигляду

M =

[
A B
C D

]
, (8.3)

де A, B, C i D — блоки вiдповiдних розмiрiв n×m, n× k, k ×m
i k × k. У разi detD ̸= 0 маємо

M =

[
In BD−1

0k×n Ik

][
E 0n×k

0k×m D

][
Im 0m×k

D−1C Ik

]
,

звiдси при m = n випливає detM = detD detE, де
E = A−BD−1C. Якщо, крiм того, detE ̸= 0, то обернена матриця
обчислюється за формулою Фробенiуса:

M−1 =

[
E−1 −E−1BD−1

−D−1CE−1 D−1 +D−1CE−1BD−1

]
. (8.4)

Аналогiчна формула має мiсце у разi квадратного невиродженого
дiагонального блоку A [21].

Нехай матриця (8.3) є ермiтовою, тобто A = A∗, C = B∗ i
D = D∗. Якщо detA ̸= 0, то (див. формулу (1.12))

i±(M) = i±(A) + i±(D −B∗A−1B). (8.5)

Аналогiчно, якщо detD ̸= 0, то

i±(M) = i±(D) + i±(A−BD−1B∗). (8.6)

Iз формул (8.5) i (8.6) випливають критерiї додатної та невiд’ємної
визначеностi блокової матрицi M .

Лема 8.2 (лема Шура). Для блокової ермiтової матрицi (8.3)
виконуються такi твердження:

1) M > 0 ⇐⇒ A > 0, D > B∗A−1B;
2) M > 0 ⇐⇒ D > 0, A > BD−1B∗;
3) якщо detA ̸= 0, то M ≥ 0 ⇐⇒ A > 0, D ≥ B∗A−1B;
4) якщо detD ̸= 0, то M ≥ 0 ⇐⇒ D > 0, A ≥ BD−1B∗.
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Лема 8.3 Для заданих дiйсних матриць X > 0, Y > 0 i числа
γ > 0 iснують матрицi X1 ∈ Rr×n, X2 ∈ Rr×r, Y1 ∈ Rr×n i
Y2 ∈ Rr×r, що задовольняють спiввiдношення

X̂ =

[
X X⊤

1

X1 X2

]
> 0, Ŷ =

[
Y Y ⊤

1

Y1 Y2

]
> 0, X̂Ŷ = γ2In+r,

(8.7)
тодi i лише тодi, коли

W =

[
X γIn
γIn Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (8.8)

Доведення. Iз леми Шура i формули для рангу блокових мат-
риць (1.9) випливає еквiвалентнiсть спiввiдношень (8.8) i

Z = Y − γ2X−1 ≥ 0, rankZ ≤ r. (8.9)

Застосуємо формулу Фробенiуса (8.4) для обернення блокової мат-
рицi X̂ (8.7):

1

γ2

[
Y Y ⊤

1

Y1 Y2

]
=

[
X−1 +X−1X⊤

1 H
−1X1X

−1 −X−1X⊤
1 H

−1

−H−1X1X
−1 H−1

]
,

де H = X2 −X1X
−1X⊤

1 . Звiдси отримаємо

Z = γ2X−1X⊤
1 H

−1X1X
−1 ≥ 0, rankZ = rankX1 ≤ r,

тобто (8.9) є наслiдком (8.7).
Покажемо, що (8.7) випливає iз (8.9), використовуючи розклад

невiд’ємно визначеної матрицi Z = S⊤S, де S ∈ Rr×n — довiльна
матриця така, що KerS = KerZ. Покладемо

X1 =
1

γ
SX, X2 =

1

γ2
SXS⊤ + Ir, Y1 = −γS, Y2 = γ2Ir.

Тодi H = Ir > 0 i виконуються спiввiдношення (8.7). 2

Лема 8.4 Для довiльної матрицi E ∈ Rn×n, невироджених
матриць X,Y ∈ Rn×n i числа γ > 0 еквiвалентними є такi твер-
дження:
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1) iснують матрицi X1, Y1 ∈ Rr×n, X2, Y2 ∈ Rr×r,
X3, Y3 ∈ Rn×r, для яких виконуються спiввiдношення

Ê⊤X̂ = X̂⊤Ê ≥ 0, ÊŶ = Ŷ ⊤Ê⊤ ≥ 0, X̂Ŷ = γ2In+r, (8.10)

де

X̂ =

[
X X3

X1 X2

]
, Ŷ =

[
Y Y3
Y1 Y2

]
, Ê =

[
E 0
0 Ir

]
;

2) виконуються спiввiдношення

W =W⊤ ≥ 0, rankW = ρ+ δ, rank∆ = δ ≤ r, (8.11)

де

W =

[
E⊤X γE⊤

γE EY

]
, ∆ = γ2In −XY ;

3) EY = Y ⊤E⊤ ≥ 0 i для деякої матрицi Θ = Θ⊤≥ 0

rank

[
X −ΘE γIn
γIn Y

]
= n, rankΘ ≤ r; (8.12)

4) E⊤X = X⊤E ≥ 0 i для деякої матрицi Λ = Λ⊤≥ 0

rank

[
X γIn
γIn Y − ΛE⊤

]
= n, rankΛ ≤ r. (8.13)

Доведення. 1 ⇒ 2. Очевидно, що блоковi матрицi X̂ i Ŷ у
спiввiдношеннях (8.10) повиннi бути невиродженими. Запишемо
цi спiввiдношення у виглядi[

E⊤X E⊤X3

X1 X2

]
=

[
X⊤E X⊤

1

X⊤
3 E X⊤

2

]
≥ 0,

[
EY EY3
Y1 Y2

]
=

[
Y ⊤E⊤ Y ⊤

1

Y ⊤
3 E

⊤ Y ⊤
2

]
≥ 0,

XY +X3Y1 = γ2In, XY3 +X3Y2 = 0,

X1Y +X2Y1 = 0, X1Y3 +X2Y2 = γ2Ir.
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Використовуючи розклад невiд’ємно визначеної матрицi
Ê⊤X̂ = L⊤L ≥ 0, маємо[

X1, X2

]
= L⊤

2 L, rank
[
X1, X2

]
= r ≤ rankL2 = rankX2,

де L =
[
L1, L2

]
i X2 = L⊤

2 L2. Отже, X2 = X⊤
2 > 0 i rankY = n,

оскiльки (X − X3X
−1
2 X1)Y = γ2In. Аналогiчно, Y2 = Y ⊤

2 > 0 i
rankX = n. Отже, всi дiагональнi блоки матриць X̂ i Ŷ у (8.10) є
невиродженими.

Застосовуючи формулу Фробенiуса для оберненої матрицi Ŷ −1,
одержуємо спiввiдношення[

X X3

X1 X2

]
= γ2

[
H−1 −H−1Y3Y

−1
2

−Y −1
2 Y1H

−1 Y −1
2 + Y −1

2 Y1H
−1Y3Y

−1
2

]
,

де H = Y − Y3Y
−1
2 Y1. Далi використовуємо конгруентне перетво-

рення блокової матрицi

T⊤WT =

[
E⊤X 0
0 Ξ

]
, T =

[
In −γX−1

0 In

]
, detT ̸= 0,

де E⊤X = X⊤E ≥ 0 i Ξ = E(Y − γ2X−1) = Y ⊤
1 Y

−1
2 Y1 ≥ 0. Отже,

W =W⊤ ≥ 0. Крiм того, в (8.11) виконуються ранговi обмеження,
оскiльки Ξ = −EX−1∆, ∆ = X3Y1 i

rankE⊤X = ρ, rankY1 ≤ r, rank∆ ≤ rankY1 = rankΞ ≤ rank∆.

2 ⇒ 1. Нехай виконуються спiввiдношення (8.11). Якщо δ = 0,
то в (8.10) можна покласти X1 = 0, X2 = γ2Ir, X3 = 0, Y1 = 0,
Y2 = Ir i Y3 = 0.

Нехай δ ̸=0. Покладемо Y2 = Ir i Y ⊤
1 =

[
V ⊤, 0n×r−δ

]
∈ Rn×r, де

V ∈ Rδ×n — множник повного рангу δ ≤ r у розкладi невiд’ємно
визначеної матрицi Ξ = V ⊤V . Тодi iснує матриця U ∈ Rn×δ така,
що ∆ = UV , оскiльки

rankV ≤ rank

[
V
∆

]
= rank (V ⊤V+∆⊤∆) = rank

[
(∆⊤−EX−1)∆

]
≤

≤ rank∆ = rankΞ = rankV = δ, rank

[
V
∆

]
= rankV.
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При цьому −EX−1UV = Ξ = V ⊤V i V ⊤ = −EX−1U .
Нехай тепер Y3 = −

[
X−1U, 0n×r−δ

]
, тодi Y3Y1 = Y − γ2X−1,

EY − EY3Y1 = γ2EX−1 ≥ 0 i згiдно з лемою Шура справджуєть-
ся друга матрична нерiвнiсть в (8.10). Для виконання матричної
рiвностi в (8.10) можна покласти

X1 = −Y1X, X2 = γ2Ir + Y1XY3, X3 = −XY3. (8.14)

При цьому H = γ2X−1 i перша матрична нерiвнiсть в (8.10) є
наслiдком другої.

1 ⇒ 3. Нехай виконується твердження 1. Поклавши
Θ = X3X

−1
2 X⊤

3 ≥ 0 i врахувавши спiввiдношення X1 = X⊤
3 E,

X2 = X⊤
2 > 0, XY + X3Y1 = γ2In i X1Y + X2Y1 = 0, отримає-

мо рiвнiсть X − ΘE = γ2Y −1, яка еквiвалентна ранговiй умовi в
(8.12). При цьому EY = Y ⊤E⊤ ≥ 0 i rankΘ ≤ r.

3 ⇒ 2. За умов (8.12) матриця ∆ = −ΘEY , причому
E⊤X = X⊤E ≥ 0, якщо EY = Y ⊤E⊤ ≥ 0. Застосовуючи кон-
груентне перетворення

T⊤WT =

[
EY 0
0 Γ

]
, T =

[
0 In
In −γY −1

]
, detT ̸= 0,

де Γ = E⊤(X − γ2Y −1) = E⊤ΘE ≥ 0 i розклад невiд’ємно визна-
ченої матрицi Θ = Θ⊤

0 Θ0, отримаємо

δ = rank∆ ≤ rank (Θ0E) = rankΓ ≤ δ,

тобто rankΓ = δ, rankW = ρ+ δ i δ ≤ rankΘ ≤ r.
Аналогiчно доводиться, що твердження 2 випливає iз твер-

дження 4, а твердження 4 випливає iз твердження 1. При цьому
Λ = Y3Y

−1
2 Y ⊤

3 , Y1 = Y ⊤
3 E

⊤, Y2 = Y ⊤
2 > 0 i rankΛ ≤ r. 2

8.3 Умови сумiсностi матричних нерiвностей

Ядро kerA матрицi A ∈ Rp×n утворює пiдпростiр розв’язкiв одно-
рiдної системи Ax = 0. Матрицю розмiру n× (n− rankA), стовпцi
якої утворюють базис ядра kerA, позначаємо через WA. Якщо
rankA = p < n, то WA збiгається з транспонованою матрицею
ортогонального доповнення A⊥⊤.
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Лема 8.5 (лема Фiнслера). Нехай A = A⊤ ∈ Rn×n, B ∈ Rp×n
i rankB < n. Тодi такi твердження є еквiвалентними:

(a) x⊤Ax < 0 ∀x ̸= 0, x ∈ kerB;
(b) A < αB⊤B для деякого α ∈ R;
(c) W⊤

BAWB < 0;
(d) A < B⊤X +X⊤B для деякої матрицi X ∈ Rp×n.

Лема 8.6 Для заданих матриць A = A⊤ ∈ Rn×n,
B ∈ Rp×n i C ∈ Rq×n лiнiйна матрична нерiвнiсть

A+B⊤XC + C⊤X⊤B < 0 (8.15)

має розв’язок X ∈ Cp×q тодi i лише тодi, коли виконується одна
iз умов:

(a) rankB = n, rankC = n;
(b) rankB < n, rankC = n, W⊤

BAWB < 0;
(c) rankB = n, rankC < n, W⊤

C AWC < 0;
(d) rankB < n, rankC < n, W⊤

BAWB < 0, W⊤
C AWC < 0.

У [12] за умов леми 8.6 наведено загальний розв’язок матричної
нерiвностi (8.15) в параметричнiй формi.

Iз леми 8.5, зокрема, випливає, що умови (d) сумiсностi мат-
ричної нерiвностi (8.15) еквiвалентнi спiввiдношенням A < αB⊤B
i A < αC⊤C за деякого α ∈ R.

Розглянемо квадратичну матричну нерiвнiсть:

A+B⊤XC + C⊤X⊤B + C⊤X⊤RXC < 0, (8.16)

де A = A⊤ ∈ Rn×n, B ∈ Rp×n, C ̸= 0 ∈ Rq×n, R ∈ Rp×p i
R = R⊤ ≥ 0.

Лема 8.7 Матрична нерiвнiсть (8.16) має розв’язок
X ∈ Rp×q тодi i лише тодi, коли

(a) rankC = n або (b) rankC < n, W⊤
C AWC < 0

i виконуються одна iз наступних умов:
(c) R = 0, rankB = n;
(d) R = 0, rankB < n, W⊤

BAWB < 0;
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(e) R > 0, A < B⊤R−1B;
(f) 1 ≤ rankR < p, rankB0 = n;
(g) 1 ≤ rankR < p, rankB0 < n, W⊤

B0

(
A−B⊤R+B

)
WB0 < 0;

де B0 =W⊤
RB, R+ — псевдообернена матриця.

Доведення. У випадку R = 0 твердження лем 8.6 i 8.7 збi-
гаються. Використаємо розклад невiд’ємно визначеної матрицi
R = LL⊤, де rankL = rankR = r ̸= 0, L ∈ Rp×r i, не обмежу-
ючи загальностi, шукаємо розв’язок нерiвностi (8.16) у виглядi

X = L+⊤X1 + L⊥X2, L+ = (L⊤L)−1L⊤, L⊥ =WR ∈ Rp×p−r,

де X1 ∈ Rr×q i X2 ∈ Rp−r×q — невiдомi матрицi (у разi r = p
вважаємо WR = 0). Враховуючи рiвнiсть X⊤RX = X⊤

1 X1 та лему
Шура, отримаємо ЛМН щодо X1:

Â+ B̂⊤X1Ĉ + Ĉ⊤X⊤
1 B̂ < 0, (8.17)

де

Â =

[
A1 0
0 −Ir

]
, B̂ =

[
B1, Ir

]
, Ĉ =

[
C, 0q×r

]
,

A1 = A+B⊤
0 X2C + C⊤X⊤

2 B0, B0 =W⊤
RB, B1 = L+B.

Вiдповiдно до умови (d) леми 8.6 критерiєм сумiсностi нерiв-
ностi (8.17) щодо X1 є спiввiдношення

W⊤
B̂
ÂW

B̂
< 0, W⊤

Ĉ
ÂW

Ĉ
< 0.

Враховуючи що

W
B̂
=

[
In

−B1

]
, W

Ĉ
=

[
WC 0
0 Ir

]
, B⊤

1 B1 = B⊤R+B,

запишемо данi спiввiдношення у виглядi

A−B⊤R+B +B⊤
0 X2C + C⊤X⊤

2 B0 < 0, W⊤
C AWC < 0. (8.18)

Далi, знову застосовуючи лему 8.6 до першої нерiвностi в (8.18)
щодо X2, отримуємо всi наведенi умови сумiсностi вихiдної мат-
ричної нерiвностi (8.16) щодо X. Зокрема, при r = p критерiєм
розв’язностi нерiвностi (8.16) є одна з умов (a) або (b) та умова
(e). 2
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Лема 8.8 Позначимо симетричнi блоковi матрицi

S =

[
S1 S2
S⊤
2 S3

]
, H =

[
H1 H2

H⊤
2 H3

]
,

де S1, H1 ∈ Rr×r, S2, H2 ∈ Rr×d, S3, H3 ∈ Rd×d. Якщо заданi H > 0
i 0 < S1 < H1, то iснують блоки S2 i S3 матрицi S, за яких
0 < S < H.

Доведення. Запишемо спiввiдношення 0 < S < H на пiдставi
леми Шура у виглядi

0 < S1 < H1, S⊤
2 S

−1
1 S2 < S3 < H3+(S2−H2)

⊤(S1−H1)
−1(S2−H2).

Очевидно, що блок S3 можна визначити, якщо

S⊤
2 S

−1
1 S2 + (S2 −H2)

⊤(H1 − S1)
−1(S2 −H2) < H3,

тобто  −S1 0 S2
0 S1 −H1 S2 −H2

S⊤
2 S⊤

2 −H⊤
2 −H3

 < 0.

Подамо останню нерiвнiсть стосовно X = S2 у виглядi (8.15), де

A =

 −S1 0 0
0 S1 −H1 −H2

0 −H⊤
2 −H3

 , B⊤ =

 Ir
Ir
0

 , C⊤ =

 0
0
Id

 .
Критерiй її сумiсностi за лемою 8.6 збiгається з наведеними умо-
вами, оскiльки

W⊤
BAWB = −H < 0, W⊤

C AWC =

[
−S1 0
0 S1 −H1

]
< 0,

де

WB =

 −Ir 0
Ir 0
0 Id

 , WC =

 Ir 0
0 Ir
0 0

 .
2
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8.4 Леми про матричну невизначенiсть

Сформулюємо вiдоме твердження, яке назвали лемою Пiтерсена
про матричну невизначенiсть [141] (див. також [91]).

Лема 8.9 (лема Пiтерсена [141]). Для будь-якої матрицi
K ∈ Rm×l з обмеженою нормою ∥K∥ =

√
λmax(K⊤K) ≤ 1 ви-

конується матрична нерiвнiсть W +U⊤KV +V ⊤K⊤U ≤ 0 тодi
i лише тодi, коли iснує таке ε > 0, що W + εU⊤U + ε−1V ⊤V ≤ 0,
де U ∈ Rm×n, V ∈ Rl×n i W ∈ Rn×n.

Введемо на множинi матриць KD =
{
K : det(Im − KD) ̸= 0

}
нелiнiйнi оператори D(K) = (Im −KD)−1K i

F(K)=W + U⊤D(K)V + V ⊤D⊤(K)U + V ⊤D⊤(K)RD(K)V,
(8.19)

де W = W⊤ ≤ 0, R = R⊤ ≥ 0, U , V i D — матрицi вiдповiд-
них розмiрiв, та сформулюємо узагальнену лему про матричну
невизначенiсть.

Лема 8.10 Нехай виконуються матричнi нерiвностi

∆ < 0, Ω =

 W U⊤ V ⊤

U R− P D⊤

V D −Q−1

 ≤ 0 (< 0), (8.20)

де ∆ = D⊤QD+R−P . Тодi F(K) ≤ 0 (< 0) для будь-якої матрицi
K ∈ K iз елiпсоїда K =

{
K : K⊤PK ≤ Q

}
.

Доведення. Нехай K ∈ K. Оскiльки

D⊤K⊤PKD ≤ D⊤QD ≤ D⊤QD +R < P,

то ρ(KD) < 1, K ∈ KD i визначено значення оператора D(K).
Застосуємо формулу Фробенiуса для обернення блокової мат-

рицi [
R− P D⊤

D −Q−1

]−1

=

[
∆−1 ∆−1D⊤Q

QD∆−1 QD∆−1D⊤Q−Q

]
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i подамо матричну нерiвнiсть Ω ≤ 0 у виглядi[
U⊤, V ⊤ ][ ∆−1 ∆−1D⊤Q

QD∆−1 QD∆−1D⊤Q−Q

][
U
V

]
≥W. (8.21)

Тут використано також лему Шура 8.2. Враховуючи (8.21), бачи-
мо, що матрична нерiвнiсть F(K) ≤ 0, подана у виглядi[

U⊤, V ⊤ ] [ 0 −Θ
−Θ⊤ −Θ⊤RΘ

] [
U
V

]
≥W, Θ = D(K),

виконується, якщо[
∆−1 Θ+∆−1D⊤Q

Θ⊤ +QD∆−1 Θ⊤RΘ+QD∆−1D⊤Q−Q

]
≤ 0.

Застосовуючи до цього виразу лему Шура у разi невиродженостi
першого дiагонального блока, отримаємо

Θ⊤RΘ+QD∆−1D⊤Q−Q− (Θ⊤ +QD∆−1)∆(Θ +∆−1D⊤Q) =

= Θ⊤PΘ−Q−Θ⊤D⊤QDΘ−QDΘ−Θ⊤D⊤Q =

= Θ⊤PΘ− (Il +Θ⊤D⊤)Q(Il +DΘ) ≤ 0.

Остання нерiвнiсть з урахуванням властивостей (3.41) оператора
D(K) i закону iнерцiї набуває вигляду K⊤PK ≤ Q, тобто K ∈ K.

Припущення Ω < 0 в (8.20) забезпечує виконання строгої нерiв-
ностi F(K) < 0 для будь-якої матрицi K ∈ K. 2

Зазначимо, що лема 8.10 є узагальненням твердження достат-
ностi в лемi Пiтерсена (лема 8.9). Щоб переконатися в цьому, мож-
на покласти D = 0, R = 0, P = ε−1Im i Q = ε−1Il. При цьому
∥K∥ ≤ 1 ⇔ K⊤K ≤ Il.

Зауваження 8.1 Друге спiввiдношення в (8.20) на пiдставi
леми Шура можна подати в еквiвалентнiй формi:[

W + V ⊤QV U⊤ + V ⊤QD
U +D⊤QV R+D⊤QD − P

]
≤ 0 (< 0)

або

Φ =W + V ⊤QV − (U⊤ + V ⊤QD)∆−1(U +D⊤QV ) ≤ 0 (< 0).
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При цьому перша умова в (8.20) є наслiдком строгої нерiвностi
Ω < 0 i виконується оцiнка

F(K) ≤ Φ, K ∈ K. (8.22)

Ця оцiнка є наслiдком спiввiдношень ∆ < 0 i

F(K)− Φ = V ⊤[Θ⊤PΘ− (Il +Θ⊤D⊤)Q(Il +DΘ)
]
V+

+
(
U⊤ + V ⊤Θ⊤∆+ V ⊤QD

)
∆−1

(
U +∆ΘV +D⊤QV

)
≤ 0,

причому K ∈ K ⇐⇒ Θ⊤PΘ ≤ (Il + Θ⊤D⊤)Q(Il + DΘ), де
Θ = D(K). Для деякої матрицi K = K0 ∈ K у (8.22) досягається
рiвнiсть, якщо

K0(V +DG) = G, G⊤PG = (V ⊤ +G⊤D⊤)Q(V +DG),

де G = −∆−1(U + D⊤QV ). Зокрема, якщо K⊤
0 PK0 = Q i

K0(V + DG) = G, то F(K0) = Φ. Якщо така матриця K0 iснує
i ∆ < 0, то спiввiдношення Ω ≤ 0 (< 0) i F(K) ≤ 0 (< 0) ∀K ∈ K
у лемi 8.10 еквiвалентнi.

8.5 Канонiчна форма лiнiйної в’язки матриць

Довiльну лiнiйну в’язку матриць L(λ) = A−λB розмiру n×m за
допомогою еквiвалентних перетворень можна звести до канонiч-
ної форми Кронекера [21]:

PL(λ)Q =


J − λIl 0 0 0 0

0 Ir − λN 0 0 0

0 0 U(λ) 0 0
0 0 0 V (λ) 0
0 0 0 0 0h×g

 , (8.23)

де P i Q — квадратнi невиродженi матрицi вiдповiдних розмiрiв
n × n i m × m. Можна вважати, що матриця J , яка вiдповiдає
скiнченним елементарним дiльникам L(λ), має нормальну жор-
данову форму. За наявностi нескiнченних елементарних дiльни-
кiв L(λ), степенi яких ν1, . . . , ντ , у (8.23) є другий дiагональний
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блок порядку r = ν1 + · · · + ντ . При цьому квазiдiагональна мат-
риця N є нiльпотентною з iндексом нiльпотентностi ν = max

i
νi

i її дiагональнi блоки мають таку структуру:

Ni =


0, νi = 1,[

0νi−1×1 Iνi−1

0 01×νi−1

]
νi ≥ 2,

(i = 1, τ),

Якщо в’язка L(λ) є сингулярною (detL(λ) ≡ 0 або n ̸= m), то в
(8.23) є дiагональнi блоки U(λ), V (λ) або 0h×g. Дiагональнi блоки
квазiдiагональних матриць U(λ) i V (λ) є такими:

Ui(λ) =
[
0ki×1, Iki

]
− λ

[
Iki , 0ki×1

]
, i = 1, ξ,

Vj(λ) =
[
0sj×1, Isj

]⊤ − λ
[
Isj , 0sj×1

]⊤
, j = 1, η,

де ki i sj — ненульовi мiнiмальнi iндекси вiдповiдно для стовпцiв
та рядкiв L(λ). Розмiр нульового дiагонального блоку 0h×g визна-
чається кiлькiстю нульових мiнiмальних iндексiв вiдповiдно для
рядкiв (h) i стовпцiв (g) в’язки L(λ). Розмiри нульових позадiаго-
нальних блокiв (8.23) повиннi вiдповiдати розмiрам дiагональних
блокiв.

8.6 Функцiї вiд матрицi

Нехай f(λ) — аналiтична функцiя на замкненiй множинi, обме-
женiй замкненим контуром ω. Визначимо f(A) як матричний iн-
теграл:

f(A) =
1

2πi

∮
ω

f(λ)(λIn −A)−1dλ. (8.24)

Використовуючи розклад резольвенти

(λIn −A)−1 =
α∑
t=1

mt∑
i=1

(i− 1)!

(λ− λt)i
Ati

та iнтегральнi формули Кошi для похiдних функцiї f(λ), маємо

f(A) =
α∑
t=1

mt∑
i=1

f (i−1)(λt)Ati, (8.25)
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де Ati — компоненти матрицi A, λ1, . . . , λα — всi попарно рiз-
нi точки спектра σ(A), що є коренями вiдповiдних кратностей
m1, . . . ,mα мiнiмального полiнома

θ(λ) = (λ− λ1)
m1 · · · (λ− λα)

mα

матрицi A степеня m =
α∑
t=1

mt ≤ n. Якщо функцiя f(λ) у крузi

S(z, r) = {λ : |λ− z| < r} подана збiжним степеневим рядом

f(λ) =
∞∑
k=0

ak(λ− z)k,

то для будь-якої матрицi A зi спектром σ(A) ⊂ S(z, r)

f(A) =
∞∑
k=0

ak(A− zIn)
k.

Часто використовуються такi функцiї вiд матрицi:

eA=

∞∑
k=0

1

k!
Ak, sinA=

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
A2k+1, cosA=

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
A2k,

(In −A)−1 =
∞∑
k=0

Ak, ln(In +A) =
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
Ak, σ(A) ⊂ S(0, 1).

Зазначимо важливi властивостi функцiй вiд матрицi:

• Якщо σ(A) =
{
λ1, . . . , λn

}
, то σ

(
f(A)

)
=

{
f(λ1), . . . , f(λn)

}
.

• Якщо B = T−1AT , то f(B) = T−1f(A)T .

• Якщо A = diag
{
A1, . . . , Ap

}
— квазiдiагональна матриця, то

f(A) = diag
{
f(A1), . . . , f(Ap)

}
теж є квазiдiагональною.

Будь-яку квадратну матрицю A можна звести до жордано-
вої канонiчної форми за допомогою перетворення подiбностi
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T−1AT = diag
{
J1, . . . , Jp

}
, де

Ji =



λi 1 0 . . . 0 0
0 λi 1 . . . 0 0
0 0 λi . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . λi 1
0 0 0 . . . 0 λi


, λi ∈ σ(A), Ji ∈ Cpi×pi , i = 1, p.

Тут серед власних значень λi можуть бути рiвнi, причому Ji = λi,
якщо λi — просте власне значення, алгебрична та геометрич-
на кратностi якого збiгаються (ni = ξi). Для матрицi A простої
структури канонiчна форма є дiагональною, а мiнiмальний полi-
ном не має кратних коренiв.

Обчислюючи компоненти матриць Ji, згiдно з (8.25) одержуємо

f(Ji) =



f(λi)
f (1)(λi)

1!
. . .

f (pi−1)(λi)

(pi − 1)!

0 f(λi) . . .
f (pi−2)(λi)

(pi − 2)!
...

...
. . .

...
0 0 . . . f(λi)


, i = 1, p,

f(A) = T diag
{
f(J1), . . . , f(Jp)

}
T−1.

8.7 Векторнi, матричнi та операторнi норми

Норму елементiв у просторi X визначає функцiонал
f(X) = ∥X∥ ≥ 0, що має такi властивостi:

1) ∥X∥ = 0 ⇐⇒ X = 0;
2) ∥X1 +X2∥ ≤ ∥X1∥+ ∥X2∥ ∀X1, X2 ∈ X ;
3) ∥cX∥ = |c|∥X∥ ∀c ∈ C, ∀X ∈ X .

Для матричних норм разом з 1—3 виконується властивiсть:
4) ∥X1X2∥ ≤ ∥X1∥∥X2∥ ∀X1 ∈ Cp×n, ∀X2 ∈ Cn×q.
Матрична норма в Cm×n узгоджена з векторними нормами в

Cn i Cm, якщо ∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥ ∀A ∈ Cm×n i ∀x ∈ Cn.
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Норму лiнiйного оператора A, що дiє з нормованого простору
X1 у нормований простiр X2, визначають у виглядi

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

= sup
∥x∥=1

∥Ax∥.

Для операторних норм виконуються наведенi вище властивостi
1—4 векторних та матричних норм. Норма та спектральний радiус
оператора задовольняють спiввiдношення (I. М. Гельфанд)

ρ(A) = lim
n→∞

n
√

∥An∥, ρ(A) ≤ n
√
∥An∥, n = 1, 2, . . .

Для норми матрицi як лiнiйного оператора використовують-
ся термiни операторна, пiдпорядкована або iндукована матрична
норма. Серед усiх матричних норм, узгоджених iз заданими век-
торними нормами, пiдпорядкована норма є мiнiмальною.

У просторi Cn застосовуються векторнi lp-норми
(p = 1, 2, . . . ,∞):

∥x∥1 =
n∑
i=1

|xi|, ∥x∥2 =
( n∑
i=1

|xi|2
)1/2

, ∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi|,

∥x∥p =
( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, p ≥ 1 (норма Гельдера).

Найпоширенiшими матричними нормами є:

∥A∥1 = max
1≤j≤m

n∑
i=1

|aij | (стовпцева норма),

∥A∥2 = max
1≤i≤n

√
λi(A∗A) (спектральна норма),

∥A∥∞ = max
1≤i≤n

m∑
j=1

|aij | (рядкова норма),

∥A∥E =
√
tr(A∗A) (евклiдова норма).

Стовпцева, спектральна i рядкова норми матриць є пiдпоряд-
кованими вiдносно вiдповiдно l1-, l2- i l∞-норм векторiв.
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Аналогами векторних lp-норм у просторi неперервних функцiй
C[a, b] є Lp-норми:

∥f∥∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|, ∥f∥p =
(∫ b

a
|f(x)|p

)1/p
, p ≥ 1.

У гiльбертовому просторi X скалярний добуток породжує при-
родну норму ∥X∥ =

√
(X,X), X ∈ X . Наприклад, у просторi

матриць Cn×n скалярний добуток (A,B) = tr(A∗B) породжує ев-
клiдову норму матрицi.

8.8 Конуси у векторних та матричних просторах

Замкнену опуклу множину K дiйсного простору називають кону-
сом, якщо виконуються такi умови: αK + βK ⊆ K ∀α, β ≥ 0 i
K∩−K = {0}. Наведемо приклади конусiв у просторах векторiв i
матриць, що мають властивостi нормальностi та тiлесностi.

1. Найпростiшим i найбiльш використовуваним конусом у про-
сторi Rn є множина невiд’ємних векторiв

Rn+ =
{
x : x = [x1, . . . , xn ]

⊤, xi ≥ 0, i = 1, n
}
.

Цей конус є нормальним, вiдтворювальним та тiлесним. Спряже-
ний конус утворюють лiнiйнi функцiонали φ(x) = y⊤x при y ∈ Rn+.

2. Конусом у просторi Rn×m є множина невiд’ємних матриць

Rn×m+ =
{
X : X = ∥xij∥n,mi,j=1, xij ≥ 0, i = 1, n, j = 1,m

}
.

Спряженим конусом є множина лiнiйних функцiоналiв
φ(X) = tr(Y ⊤X) при Y ∈ Rn×m+ .

3. Конусом у дiйсному просторi ермiтових матриць Hn є мно-
жина невiд’ємно визначених матриць

Kn =
{
X : X = X∗ ≥ 0

}
.

Спряжений конус K∗
n утворюють лiнiйнi функцiонали

φ(X) = tr(Y X) при Y ∈ Kn.
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Пiдмножина дiйсних симетричних матриць у Kn також є кону-
сом, а його спряжений конус складається з дiйсних функцiоналiв
φ(X) = tr(Y X) при Y = Y ⊤ ≥ 0.

4. Елiпсоїдальний конус у просторi Rn+1 визначають у виглядi
K(Q) =

{
z : z⊤Qz ≥ 0, z⊤h ≥ 0

}
, де h — власний вектор матрицi

Q = Q⊤ з iнерцiєю i(Q) = {1, n, 0}, що вiдповiдає її додатному
власному значенню [7, 145]. Спряжений конус K∗(Q) складається
з лiнiйних функцiоналiв φ(z) = w⊤Qz при w ∈ K(Q).

Якщо

Q =

[
−In 0
0 1

]
, h =

[
0n×1

1

]
,

то множина K(Q) є круговим конусом Мiнковського [23]:

Kc =
{
z : z = [x⊤, u ]⊤, x ∈ Rn, ∥x∥2 ≤ u

}
.

Якщо Q = hh⊤ − In+1, де ∥h∥2 > 1, то K(Q) збiгається з свiт-
ловим конусом Kh =

{
z : ∥z∥2 ≤ h⊤z

}
.

5. Конусами у просторi Rn+m є множини [7]

Kµ(α, p) =
{
z : z =

[
x⊤, u⊤

]⊤
, u ∈ Rm+ , ∥x∥p ≤ µα(u)

}
,

Kσ(β, q) =
{
w : w =

[
y⊤, v⊤

]⊤
, v ∈ Rm+ , ∥y∥q ≤ σβ(v)

}
,

де µα(u) = α min
k
uk, σβ(v) = β

∑
k

vk, α > 0, β > 0, ∥ · ∥p i ∥ · ∥q —

будь-якi гельдерiвськi норми.
Множини Kµ(1, 2) i Kσ(1, 2) при m = 1 збiгаються з круговим

конусом Мiнковського. За умов

αβ = 1, p−1 + q−1 = 1, p ≥ 1, q ≥ 1,

спряженi конуси K∗
µ(α, p) i K∗

σ(β, q) утворюють вiдповiднi мно-
жини лiнiйних функцiоналiв φ(z) = w⊤z при w ∈ Kσ(β, q) i
φ(w) = z⊤w при z ∈ Kµ(α, p). Це означає, що K∗

µ(α, p) = Kσ(β, q)
i K∗

σ(β, q) = Kµ(α, p).
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Роздiл 1. Загальну теорiю матричних рiвнянь i нерiвностей,
що включає в себе методи побудови аналогiв рiвняння Ляпуно-
ва, викладено в пiдрозд. 1.1—1.4 на базi попереднiх книг автора
[49,60,131], що мiстять обґрунтування всiх тверджень та необхiднi
бiблiографiчнi джерела. Методи дослiдження матричних нерiвно-
стей з невизначеними коефiцiєнтами та їх зведення до скiнченних
систем матричних нерiвностей (пiдрозд. 1.5) отримано в [61,71,78].
Методи локалiзацiї власних значень матричних полiномiв i функ-
цiй (пiдрозд. 1.6) отримано в [55, 56, 133]. Результати пiдрозд. 1.7
одержано в [58]. Застосування функцiй слiду матрицi дає змогу
зменшити обсяг обчислень, необхiдних для реалiзацiї розроблених
методiв матричних нерiвностей.

Роздiл 2. У ходi викладання основних понять та тверджень
про стiйкiсть розв’язкiв лiнiйних та нелiнiйних систем викори-
стано працi [10, 15, 27, 37, 45, 79, 114, 127]. У пiдрозд. 2.1 наве-
дено наслiдки загальних теорем про стiйкiсть для класiв псев-
долiнiйних систем, а також систем, не розв’язаних вiдносно по-
хiдних. Методи функцiй Ляпунова успiшно застосовуються в рiз-
них задачах аналiзу та синтезу динамiчних систем (див., напри-
клад, [2, 19, 29, 32, 41, 60, 84, 89, 90, 93, 94, 116, 129]). Коефiцiєнтнi
критерiї та достатнi умови стiйкостi лiнiйних диференцiальних
систем другого порядку (пiдрозд. 2.3) отримано в [4, 8]; у разi
невизначених коефiцiєнтiв використано працю [78]. Теорема 2.15
є наслiдком загальнiших результатiв [48]. Метод структурних пе-
ретворень [34] дає змогу спростити застосування вiдомих теорем
про стiйкiсть для диференцiальних систем другого порядку. Сис-
теми такого класу виникають, зокрема, пiд час моделювання ди-
намiчних об’єктiв на базi варiацiйних принципiв механiки (див.,
наприклад, [22, 44]). Теорема 2.20 про робастну абсолютну стiй-
кiсть лiнiйних систем iз запiзненням та теорема 2.22 про робастну
стiйкiсть у середньоквадратичному стохастичних систем типу Iто
сформульованi в [78] на пiдставi леми 1.21 та вiдповiдних твер-

300
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джень iз [32, 33]. Умови асимптотичної стiйкостi (теорема 2.23)
та стабiлiзацiї (теорема 2.24) лiнiйних систем, що випливають iз
результатiв пiдрозд. 1.7, сформульовано в [58].

Роздiл 3. У теоремi 3.1 наведено вiдомi критерiї стабiлiзовностi
за станом лiнiйних систем (див., наприклад, [3, 11, 42, 86]). Про-
блеми чисельної реалiзацiї вiдомих методiв стабiлiзацiї за вихо-
дом лiнiйних систем, що випливають з теореми 3.2, у загальному
випадку мало вивченi [87]. Твердження леми 3.1, критерiї стабiлi-
зовностi 2 i 3 у теоремi 3.2, а також алгоритми стабiлiзацiї за вихо-
дом, що випливають з теореми 3.3, є новими [59,64,70]. Доведення
критерiїв 4—6 теореми 3.2 є у вiдповiдних працях [102, 107, 126].
У пiдрозд. 3.1 сформульовано також критерiй стабiлiзовностi за
виходом на основi загальної канонiчної декомпозицiї Калмана
[30, 150, 155]. Алгоритм побудови стабiлiзовного динамiчного ре-
гулятора на пiдставi теореми 3.4 запропоновано в [64]. Теорема
3.5 дає умови стабiлiзацiї за виходом на базi спостерiгача повного
порядку (див. також [12, 24, 86]). Узагальнену лему про матрич-
ну невизначенiсть (лема 8.10), на якiй ґрунтуються запропонованi
методи робастної стабiлiзацiї та оптимiзацiї систем, встановлено
в [57]. Теореми 3.6 i 3.8 є наслiдками леми 8.10 та теореми Ляпу-
нова про асимптотичну стiйкiсть. Теорема 3.7 є одним з головних
результатiв теорiї квадратичної оптимiзацiї лiнiйних систем на ба-
зi рiвняння Рiккатi (див., наприклад, [151]). У пiдрозд. 3.4 наведе-
но алгоритм квадратичної оптимiзацiї за виходом з урахуванням
локалiзацiї спектра замкненої системи (див. [46, 49]). Доведення
теорем 3.10 i 3.11 є в [152].

Роздiл 4. Умови стабiлiзовностi стану рiвноваги класу нелiнiй-
них систем (4.10) (теорема 4.1) сформульовано в [64]. Резуль-
тати про застосування методу квадратичних функцiй Ляпунова
в задачах робастної стабiлiзацiї та оптимiзацiї станiв рiвноваги
класу нелiнiйних систем (4.5) (теореми 4.2, 4.3 та їхнi наслiдки)
опублiковано в [59, 70, 137]. Цi результати використано пiд час
розв’язання аналогiчних задач для класу нелiнiйних систем ке-
рування, поданих у формi Лагранжа (4.35) [71].

Роздiл 5. Задачу оптимального H∞-керування вперше сфор-
мульовано у працi [153]. З оглядом вiдомих результатiв у цьому
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напрямi можна ознайомитися в [17,100,106,147,155]. Оцiнювання
впливу обмежених збурень у системах керування можна прово-
дити мiнiмiзацiєю iнварiантних множин векторiв стану або вихо-
ду [40, 85]. У пiдрозд. 5.1 i 5.2 викладено основнi результати уза-
гальненої теорiї H∞-керування [60,62,64,75,77,137] з використан-
ням зваженого критерiю якостi систем [60]. Результати пiдрозд.
5.2 сформульовано у виглядi узагальнень вiдповiдних тверджень
iз [13]. Оцiнки зважених критерiїв якостi та методи їх досягнен-
ня в дескрипторних системах керування (пiдрозд. 5.3) отрима-
но в [65, 67–69, 72–74, 136]. Леми 5.3—5.6 та їхнi наслiдки вста-
новлено в [65]. Iдею використання параметризацiї розв’язкiв мат-
ричних нерiвностей у виглядi (5.90) i (5.91) запозичено з [142].
Особливої уваги вартi дослiдження проблеми H∞-керування для
нелiнiйних i, зокрема, афiнних та псевдолiнiйних систем (пiдрозд.
5.4). Вирiшення цiєї проблеми може бути локальним з викорис-
танням узагальнених критерiїв якостi типу (5.4) (див., наприк-
лад, [128,139,149]).

Роздiл 6. Методи робастної стабiлiзацiї та оптимiзацiї за вихо-
дом дискретних систем керування, викладенi у пiдрозд. 6.1—6.3,
опублiковано в [61, 138]. Результати, що стосуються теорiї H∞-
керування (пiдрозд. 6.4, 6.5), є дискретними аналогами вiдповiд-
них тверджень розд. 5 [63,66,76] (див. також [14,17]).

Роздiл 7. Основнi означення та допомiжнi факти теорiї дина-
мiчних систем у напiвупорядкованому просторi запозиченi з пра-
ць [23, 26, 35, 36, 120]. Узагальнену класифiкацiю динамiчних си-
стем у просторi з конусом та умови належностi систем видiле-
ним класам наведено в [54, 132, 134, 135]. Умови експоненцiальної
стiйкостi лiнiйних позитивних систем вивчено в [50, 51] (див. та-
кож [83]). Властивостi позадiагонально невiд’ємних матриць вста-
новлено в [111]. Теорему 7.2 отримано в [5], а лему 7.7 та теорему
7.3 — в [53]. Дискретнi аналоги тверджень про стiйкiсть позитив-
них систем наведено в [134,135]. Умови позитивностi та абсолют-
ної стiйкостi систем iз запiзненням запропонованi в [54]. Теорему
7.6 сформульовано в [60]. Метод побудови iнварiантних множин
динамiчних систем в термiнах конусних нерiвностей i узагаль-
нений принцип порiвняння, що випливає з нього, запропонованi
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в [6,132]. Змiннi конуси в задачах порiвняння запропоновано в [52].
Результати пiдрозд. 7.6 отримано в [52,132,134,135].

Роздiл 8. Основнi означення та факти теорiї матриць взятi з
праць [21,92]. Лемму 8.1 сформульовано в [131], її доведення є [60].
Твердження леми 8.3 вiдоме при γ = 1 [13, 106], загальнiше твер-
дження (лема 8.4) отримано в [74]). Доведення критерiїв сумiсно-
стi ЛМН (8.15) є в [12,112,123], критерiй сумiсностi квадратичної
нерiвностi (8.16) отримано в [67]. Означення векторних, матрич-
них та операторних норм взято з [20, 23, 92]. Приклади типових
конусiв у скiнченновимiрних просторах наведенi в [5, 23,145].
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